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La mijlocul secolului al XVIII-lea, B. Pascal şi P. Fermat 
au pus bazele umuia dintre cele mai originale capitole ale måte» 
maticii: calculul probabilităților. Linia trasată de ei a fost 
continuată de numeroși matematicieni, în frunte cu C. Hu JVgens, 
A. Moivre, Iacob și Daniel Bernoulli, P.S. Laplace, K.P. 
Gauss, S.D. Poisson, P. Cebişed, A. Marcov, A. Liapunoo si 
alții, care pînă la începutul secolului nostru reugiserd să creeze 
o matematică a hazardului, comparabilă din toate punctele de 
vedere cu celelalte ramuri ale ştiintei matematice. Din păcate; 
calculul probabilitătilor mu a avut o origine cu care se poate 
mindri, primii lui cultivatori neputind găsi pentru el în natură 
alte modele decit jocurile de noroc. Progresul aplicațiilor acestea 
teorii, cu un început atit de umil, a depăşit însă curind dezvol 
tarea ei teoretică. Încă de la sfirsitul secolului al XVII-lea au 
apărut asigurările de persoane si de obiecte, cave au căpătat 
repede o importanță primordială în lumea comerțului şi finan- 
telor. Astronomii au aplicat teoria probabilităților la determi- 
narea gradului de mărime al observațiilor, pe care se bazau 
calculele lor. J. Bernoulli a elaborat modelul probabilistic al 
mortalității, inaugurind seria de succcese a statisticienilor, in 
frunte cu K. Pearson si F. Galton, care au creat biometria si 
demografia. În fizică, teoria probabilităților a devenit un 
instrument de calcul de bază odată cu crearea termodinamicii, 
În momunentala lui operă „Teoria analitică a probabilităților" 
apărută în 1812, Laplace expunea întinsa gamă a aplicațiilor 
Brobabilităţilov, care încă de pe timpul lui nu se limita numai 
la ştiintele naturii, ci cuprindea şi științele sociale. 

Dar uriaşa dezvoltare a teoriei probabilităților şi a aplicații- 
lor sale s-a realizat în secolul nostru. S-a constatat că în lumea 
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înconjurătoare, în toate acțiunile enomencle determi- 
nisle ocupă o mică parte. Imensa n nado la a fenomene lor din 
turd şi societate sînt stochastice. Studiul lor nu poate fi făcut 
pe cale delerministá s de aceea, ştiinţa hazardi a apărut 
ca o necesitate. Aproape nu există domenii ale științei în care 
să nu se ۵ teor ia + probabilităților. În epoca moaswá aw 
apárul noi discipline științifice de natură probabilistd: teoria 
îm formaţiei, teoria fiabilității, teoria programării, teoria de Ka 
giei elc. Ån ştiiniele experimentale, verificarea ipotezelor pe 
baza datelor observate, care stă la baza cercetării ştiintifice, ‘se 
face prin procedee pi obabiliste. Importantele aplicații ale teoriei 
probal bilili w în tehnică (controlul calității productiei, fiabi- 
etc. ), în medicină, biologie, statistică, economie, „Psrhologie 
ete. fac astăzi din teoria probabil lităților una si, cele mat «me 
por iante ramuri ale stiintei. Pentru acest motiv, această disci- 
Mind a fost introdusă ca obiect de studiu ۵ ` duvitdmintul 
„în aproape toate tările din lume. La not, această măsură 
ost. Pr e" de curînd, numai de câtiva ani. De aceea, există 
' persoane, care deși au nevoie de cunogtinfe elementare de 
calculul probabiliiăpilar și statistică în profesiunea lor, n-au 
invatat îm scoală această disctpli 

Hotărivea Editurii Alba 
ducere în teoria probabihitățilov este deci mia. 

Cartea scrisă de tov ۱ conf. dr. Rodica Tran Mae corespunde 
t. Ea cuprin id noti ips și teoremele de bază ale 
1 d accesibil, fără însă a 
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vos de a edita o lucrare de tmira- 


sacrifica rigurozitatea ia fofi de ivatatele 
similare apărute la noi să doen. l separat 


A EGLE SE. 
în ura ologre, ow. 


A Goi WU 


"d de mumeroase aj 
ca Trandafir este a specii 


enu ; 

Cartea vine și în aj 
taica lor la clasă și 
lisciblinele mari 


; B - De : 3 7 fes 
ri originale, printre care şă teza sa de doctorat în 


DIN PARTEA AUTOAREI 


plină matematică 
iu sale de origine 
. Treptat accas tà 
; proba] bilit tea 
„mai 
tic ü à 
iri pues pai: 
> atit în statistica 
a firelor de aste p- 

Me enjul fizicii, ciinii, biologiei 1, 
rafici Tett., 

a probabilității în cunoastere, 
obabilistice nu sint artificii 
ri şi caracteristici obigctiv- 
31 devenirii acesteia. De aici inmi r- 
a modului de gin lire probabilist, 


Ce p o ۵ 


etca, 


plicabilitate al acestei 
propun prite de modernizare a conti- 
cea care a intrunit toate acordurile 
Honale, este cea privitoare la teoria 


ata își propune să 
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ili itátilor structurată 


iunile . principale din teoria 
u babilitătilor. 


— Noţiunile fundamentate de eveniment aleator și proba- 
bilitate sînt prezentate în capitolul II. Cîmpurile de eveni- 
mente prezentate sint atomistice, constituite din părți ale 
inei mulțimi de puncte, așa. cum au fost probabilizate în 
teoriile probabilistice clasice. 

— În capitolul III este introdus conceptul de variabilă 
aleatoare, acea funcţie reală de punct măsurabilă, atașată 
cîmpului de probabilitate, deci a mărimilor pe care ni le pre- 
zintá sau experiența direct, sau teoriile destinate să o inter- 
oreteze. Prin introducerea. acestui concept se deschid calcu- 
iun probabilităților toate drumurile analizei. 

— Repartiţiile probabilistice clasice sînt prezentate în. 
capitolul IV. 

— Tipurile clasice de convergență alc sirurilor de variabile 
aleatoare, precum și sistemele de variabile aleatoare, sînt 

` studiate în capitolul V. zi 

— Capitolul VI introduce funcția caracteristică, care este 
cel mai eficient instrument de cercetare al regimului asimp- 
totic al șirului de variabile aleatoare. 

— Conceptul de selecţie care stă la baza întregului edificiu 
al statisticii matematice este. introdus în capitolul VII. Tot 
aici sînt introduse si câteva noţiuni de teoria estimatici. 

— Ceca ce este mai esenţial ca idee ce rezultă din analiza 
conceptului de ,probabilitate geometrică“ este expus ín 
capitolul VIII. În această problematică interdisciplinará 
fuzionează elemente de probabilitate și elemente de geometrie, 

"Plecind de la ideea că exemplele şi contraexemplele sint 
cele care dau consistență teoremelor, fácindu-le viabile și 
indicînd universul lor de naştere și de aplicabilitate, pe lingă 
exemplele tratate, fiecare capitol are la sfîrșit exerciţii Și 
probleme. 

Această lucrare a fost realizată în scopul de a veni în 
sprijinul profesorilor în activitatea la clasă și în cercurile de 
elevi, precum și tuturor celor care doresc să înceapă studiul 
acestei discipline, 


۱ Capitolul I 
ALGEBRE BOOLE. CORPURI DE PĂRTI 


Ca a 3 Mulfimi. Noţiunea de mulțime este 
s iH definită cu ajutorul altor 
natematicá cuvâ EN € 
bie mun xum că, cuvintul mulțime marchează orice colecti 
obiect Bep AN sensul cá putem decide dacă un as 
2 e Jatt > Sau -nü colec iei DERN i 1 t i 
simboluri, lectiei considerate) de obiecte sau 


Deci a preci: Iti | 

ec ciza o mulțime înse 1 

io ultime înseamnă a e 

care o coinpun sau a indic Cad 

terizeazá aceste obiecte. 
Exemplu: A = {a 


pom [x Z R T < 9. : 
EIUS uie o j; mulțimea numerelor întregi Z. 


În anumite : i 
As و‎ concrete ne limitám la obiecte caré 
aparțin t ite clase de elemente, numi 1 
az Es : * ilc, : í j im : 
bază (sau de referință), notată prin Q E a 

Exemplu: imes i 
NR AH i à S numerelor reale R poate fi conside 
ME RA. nme ci 2 noun submulțimile sale: mulțimea 
umcrelor întregi Z, mulțimea numercl negative R 
N 3 x 1 mx 1 : | 6i 
si Eu. pátratelor perfecte P ی‎ 
NW poate contine un număr finit s 
Due „de elemente. Dacă o multime ; 
clement o vom numi multi 


a a obicctelé 
a proprietatea comună care carac- 


au un număr 
nu contine nici un 
ne vidă si o notăm ci P. 
Exem 2/۰ JAS v gu * e i $ sală. O, 
ge plu: Mulțimea rădăcinilor reale ale ecuatiei a? | 
+ 9 = 0, este. vidă. Meg kc "aid 
Fiind dată multi 
d iultimea de bază 
p timea bază O, vo i 
EE o ară! 1 (2, vom nota pr PR 
E: rd 3 părților lui Q; deci D(0) col ani 3 MUR 
m 4 | Q5 deci q t umár 
H A, B, C, ... care luate zidual st i dni 
Ei ri ea 1 ate individual sint bine definite 


Deci elementele lui P(Q) sint submultimi. 


] 


primară, în sensul. ` 
noțiuni mai simple.; 


Idee: 


0 le, 
Cga 


e mulțime se intregeste prin conceptul de sm 

adică multimi ERR au aceleași elemente. 

În mulțimea (P(Q) introducem operaţiile următoare: 

D. Reuniunea a două mulțimi A și B, notată A U Bj 
i Jementelor care a r țin sau lui A sau lui B. 

i A și B, notată A N B este 

1 si lui A și lui B. 

? A si B sint dis- 

e, evident o parte 


D spune m ca 
n B B, atunci 


fiind mul Itimea 


artin lui A si se notează 


două et carta 


oricare ar fi A, B, 
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Exemple: Mulțimea tuturor părților P(Q) ale mulțimii 
nevide Q, înzestrată cu operaţiile de reuniune, intersecţie și 
complementarizare (față de Q) capătă o structură de algebră 
Boole. 

2°. Perechea de clase de resturi de întregi n, modulo doi, 
وگ‎ — (0, 1) înzestrată cu operațiile: 


U10 4 6۱۵ 1 
oo 1. 00 0 ت08‎ 1-0 
141 110 1 


(deci x U y= x -+ gy — xy, x N y= xy), este o algebră 
booleană, 

Avem următoarele consecințe rezultate din definiţii: 

Consecința 1. (transformarea prin dualitate). Dacă într-o 
afirmaţie adevărată în care intervin opera le U, (1, 9, să 
relatiile C și D, inlocuim peste tot pe U cu N, pe N cu U, 
pe C cu D și 2 cu C,iar pe ^ îl lăsăm neschimbat, 
Ohpnem 4 ot o afirmație adevărată numită afirmație, duală. 

Se observă că sistemul de axiome 1° - 29 NN neschim- 
bat dacá substituim mutual operaţiile U, N, operatorul -9 
indu-si locul. 


Consecinta 2. (Legi de idempotentá). Pentru orice A € & 


avem: 
g A A A, A (^ A ume 4 


ye 4nd succesiv axiomele 3°, 4" si iar 3° 
[de 1^: 


o Bj (4 لا‎ 4) N (AU B) 
== (4 n (4 UByU(An(AUB) —AUA 
Prin dualitate VON relația a doua. | 


Consecința 3. (Legi de monotonie), Oricare ar fi A, B, 
CEA din ACB rezultă: 


(1.2) AUCE BUC ANO C RNC 
Demonstrație. Avem A N B= A a AUB = B deci 
(AU C)U(BUCI = A N 8) U (CUC) — BUC, 


deci Asu OC eU eg 


Prin dualitate se obţine cealaltă lege. 


Consecința 4. Pentru orice (4ijigisn C e ementele 


Š n 
U A; = Aj e îl Ala si n A= A, n.n An 
ied ix 


: : Je NEA REC mA NE RR nega e 
sînt unic determinate și nu depind, de ordinea. elemente 
ži Această consecință rezultă imediat din axiomele 2° și Y^. 
۲ 5 a 2 o ict? A elemente 
Consecința 5. Într-o algebră Boole există două eleme 
fite elementul nul, notat A, şi elementul total, notat V; 
astfel că pentru orice A E€ & au loc egalităţile: 
(1.3) A f. A9 — ۸ şi AU 47 — V, 
Demonstraţie. Dacă A, B € & din axiomele 5? și Y? rezultă 
A n ۸9 23, ظ‎ 4۱1 ۰ NE 
Înlocuind în prima relaţie pe Bcu Bf BO, iar în cea 
de-a doua pe B cu B U B? obţinem: | 
(4.4) A n ACB N BO și BU Bc AU ۰ 
Schimbind pe A şi B între ei avem: 
(1.5) BNB CANA? şi AU ۸٩ c BU BO. 
Din (1.4) şi (1.5) rezultă: | | 
(1.6) An ۸0 = Bf B6 şi AU A9 — BU B®. 
Elementele A N AC si AU AS nu depind de alegerea lui 


A. (conf. relaţiitor (1.6); A N AC este elementul nul al alge- 
brei Boole, iar 4 U 4? elementul total. - : 
Observație. ln algebra Boole P(Q), V este intreaga 
mulțime Q, iar A este mulțimea vidă ۰ 
Consecința 6. Pentru orice A € à avem: 


(7 ANV= A, AUV=V, ARA A AUA — A, 


Sueca tis 


(1.8) TACA A GN: 


12 


Demonstraţie. Din axioma 5° si din (1.3) rezultă relaţiile 
(1:7), deci (1:8). 
Consecinja 7. Dacă AN B =^ şi AU B —V atunci 


M 4c 


Demonstrație. Din consecința 6 si axioma 4? avem 
, ظ‎ —AUB — (Ahn 49)U B = (AU B) N (AU B) = 
' =V N. (4° U B) = ACU B 


“deci AC c B. Prin dualitate obtinem B c 406, deci BD — ^ 


Consecința 8. (Relaţiile lui de Morgan). Pentru orice 
A, B € & avem: 


(1.9) (AU BY — AC n BG 
(1.10) (A-():B)9-— ACU BC, 
‘Demonstrație. Fie C = AC N BC. Din axiomele 4° si 2°, 


relația (1.3) si consecința, 6 rezultă: 


(4U B) N C — (AU B) n (4€ A BO) = (A n 4€ n BOU 
BEOB (3 AU n 
şi analog: 
(4 U B)UC = (AU.B)U (4° n. BO) = 
= (4 U BU A9) N (AU BU B9 =V NA =V. 

Din. consecinţa 7 rezultă € = (AU BY, 

Analog se demonstrează și (1.10). 

Definiţie. Un element Ac 6,۸ # ۸, se numeşte 
atom al algebrei &, dacă incluziunea B c A implică B =A 
sau B = A, pentru orice BE. 

Exemplu: Fiecare parte a lui Q formată dintr-un singür 
element este atom în algebra P(Q). ` 

1.3. c — algebre Boole. Vom extinde operaţiile de reuniune 


și intersecție pentru o familie oarecare(g de clemente dintr-o 
algebră Boole, astfel: 
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ele. 


Numim. reuniune a elementelor 4 € C£, 
& dacă satisface eonditiile: 

-B pentru or ice AEE . ies 

A c D pentru orice A € (f£, atunci Be. 
Prin dualitate sîntem conduși la următoarea 
Jefi intersecție a elementelor 


n 


A c Cz, ele- 


Dacă C ( lie: ati anci se uti 111 


Notám B = UA, 


4 ERN 

Vom arăta, AN B verifică condiţiile din definiția reuniuni 
Avem did această definiție cá - 4, c B, deci prin hi de 
وی‎ adică prima condiţie din definiția را‎ 
ANA,CA NBP entru orice n & N*. Fie A NA, + CD; avem 
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AAA) —D = AN A; n B° — A. deci A, c (A A DOC 

en u orice n € و‎ esa UNES BeA Dy Rezultă 

(A D^) = A, adică B A AD DEA de ande se 

de bari A nB c D, deci conditia 2 din de initia reuniunii. 
Relatia (1. 12) rezultă prin dualitate. 


1.4. Corp de părți. Fic Qo multime oarecare formată din 
elemente w si (D(O) mulţimea tuturor părților mulţimii Q 


fie. Se numeşte corp de părți o familie nevidă 
, cu proprietátile: 


A c X implică 4€ c X; 
A, Buz X vos AU DB € 2. 
linifie rezultă următoarele proprietăți: 
Avem DED $c 


f 
(P9 Dacă (Asi CĂ, atunci f A, c X 
41 
او‎ Dad, B EX A Be E 
D strafie. Ù fiind nevidá, există í cel puţin un element 
A 6 c coniorm cu (X DAC EZ, iar din (X, rezultă 


Q € E. Observind că QC — ® proprietatea (9 


si (2,) extinse la un număr finit‏ (رش) rezultă din‏ و 


۰ Definitie. Se > numește G == COTE 
: milie nevidá 2 c qo) care po: 


implică AC & X; 


Că implică UA, c 2 
nEN* 


Propriethtle: (PJ (Pg) rămîn: valabile si pentru 


a — corpuri. Avem adevărate si următoarele proprietăți: - 


(P) Dacă (4,ex C X atunci lim A, lim 4, € E, 
| A EG oso 


proprietate care rezultă imediat dacă ținem seama de faptul că 


3 (a æ ew 20 eo 
lim A, = U f 4, lim 4, =N U ۰ 
MEEN n=l رح‎ 3-0 n=l k-—n 


$-> 00 


AUNT AR exvict? 
„Ed dacă există. 


(Pj. Dacă (A,),ev* C £ atunci lim 4 
13-00 


În acest caz lim A, = lim A, = lim A, 


REN m- >00 $00 


1.6. Măsură. Fie Y; un c — corp de părţi ale lui Q. O 
aplicaţie u : € + R, este prin definiție o măsură (pe Z) 
dacă: 

1°. u, este numerabil aditivă. Aceasta înscamnă că pentru 
orice sir (4,)uem finit sau infinit de elemente incompatibile 
două cîte două din رنه‎ avem 


p 4) = 2 (4n) 


neN* tiec? 


2°. Există cel putin un element 4o. € E de măsură finită, 
Din această definiție rezultă următoarele proprietăți: 
(ua): e (0) — 0. 
În adevăr, avem pentru orice 4 € 
گام‎ U ®) = u(4) = u(4) + (®). 
'Tinind seama că există cel puţin o mulțime A de măsură 
finită, deducem din egalitatea precedentă (d) = 0. 
(u): Măsura este o funcţie monotonă de mulțime: dacă 
A, Be Ecu A C Batunci u(4) < u(B). 
Demonstrația acestei proprietăţi rezultă imediat din; 
p(B) = u(4) + «(B — 4) > u(4) 
deoarece Æ şi B — A sint incompatibile. 


(nt Daci A CD, 4, Be Z atunci u(B — Ay = 
:= u(D) — p(4) consecinţă a proprietăţii anterioare, 


5 
نے 
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Pyopositia. 1.1: Măsura, este o funcție numerabilă: subadi« 
tivă de mulțime, adică pentru orice sir (4,).ew* نع یی‎ 


{4 (U A 1 > 2 (4n) 


neN* BEN 


Pentru demonstraţie vezi [27]. 


EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


1.1. Sá se demonstreze egalitàfile: 
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Y. AU (n 2 = (1(4U A4). 


i=} 


2. An (U 4; ZUANA: 
ici ۳۹ 


1.2. Dacă 4 N B = 9, atunci 


A (C B) ssec. 


1.3. Dacă A, B € ®, avem 
(4 N B)U (A n BOU (ACN BJU (A9 N B9) = Q. 
1.4. Să se determine P(Q) si D(D(0)) dacă 


Q m { 10, n [2, 3}, {4}, 45, 6, 7), 18, 9, 104 Jj. 
۱ 


1.5. Date două mulțimi A si B să se arate cà A c B dacă și 
numai dacă D(4) c p(B). 


1.6. Date mulțimile A si B să se arate că : 
P. PAU pB) c (4U B). 


. D(A n B) = P(4) n P(B). 
DA — B) c 44) — DB). 


1.7. Să se determine elementele mulțimii X — Íx 


19, 3( لا‎ ۲ 219, 8 X 


1.8. Fie m o măsură pe algebra Boole d. m este 
dacá ia numai valorile 0 si 1. Sá se arate că 


m(A N B) = m(A)* m(B) 


pentru orice 4, BE &, dacă m este bivalentă. 


bivalentă 


Capitolul I 
CÎMP DE EVENIMENTE. PROBABILITATE 


Teoria 
fenomenele 
emple de fenomen 
mplu exemplu este 


cu za mer 
Itz 


ilităților studiază 
leatoare. 
Jeatoare: 


Eu Sui de eveni 


: te nume- 
ului -— dat de 
"Re pe 
ای‎ st Cari 
'are, deoarece acea 
ri (impulsul initial « 
căr ii, particul: oritàtil 


Timpul de zbor 
' Ja un zb 
iori (condițiile jog 
sti dinainte care va fi procentul de 
unui anumit produs. 

te care vor fi numerele ce se vor 


E 
puturi la 
E Nu 


t OPINII 

| Toate dato- 

actorl secu indari, c care influe rezultatul expe- 
A i 3 7 I! 

. Din multitudinea. actorilor « care intervin in | no- 


nele studiate îi vom selecfiona pe cei deci: i ȘI vom neglija 


luenga factorilor secundari, Acea st lá e uzuală în 
studiul fenomenelor fizice, mecanice și în 1 aplic ati te es nice. 
In studiul acestor fenomene, axident. existá o di duet 


de en in ims metodele ca: 
factorii. est 


16 MAR să. ținem cont de 
rincipal al feno- 
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2* 


E FOE Ys 


»menului şi metodele care tin scana de factorii secundari a 
„căror. influență se manifestă: prin érori sau perturbații. 
Întîmplarea, complexitatea, multitudinea cauzelor care in- 
“tervin conduc la metode speciale de studiere à fenomenelor 
aleatoare, metode elaborate de teoria probabilităților. 
Aplicarea, matematicii la. studierea fenomenelor alcatoare 
se bazează pe faptul cá prin repetarea de mai multe ori a 
unui experiment, în condiții practic identice, frecvența rela- 
tivă a aparitici unui rezultat anumit (raportul dintre numărul 
experimentelor în care apare rezultatul și numărul tuturor 
experimentelor efectuate) este aproximativ aceeași, oscitind 
“în jurul unui număr constant. Dacă acest lucru se întîmplă, 
“unui eveniment dat îi putem asocia un număr, probabilitatea 
sa. Legătura, aceasta dintre structură (structura unui cîmp 
‘de evenimente) si număr este o reflectare in matematică a 
“problemei transferului calităţii in cantitate. Problema conver- 
tirii în număr a structurii unui cîmp de evenimente revine la 
a defini o functie numerică pe această structură, care să fie 
o miăsură a posibilităților de realizare a evenimentelor, 
Realizarea, unui eveniment fiind probabilă, această funcție 
poartă denumirea de probabilitete. Teoria probabilităților se 
poate aplica numai acelor fenomene care prezintă o anumită 
stabilitate a frecvenţelor relative în jurul probabilității 
(fenomene omogene de masă). Accasta este baza legăturii 
teoriei probabilităților cu lumea reali, cu practica de toate 
zilele. ۱ 
Deci, definiția științifică a probabilității trebuie să 
reflecte, în primul rînd, comportarea reală a fenomenului. 
Noţiunile $i teoriile probabilistice nu sint artificii de 
calcul, ci modele ale unor stări și caracteristici obicctiv 
determinate ale existenței și devenirii acesteia. Probabilitatea 
nu cste expresia gradului subiectiv de încredere a omului în 
producerea evenimentului, ci caracterizarea legăturii obiectiv 
existente între condiții și eveniment, între cauză și efect. 
Probabilitatea unui eveniment are sens atîta timp cît 
ansamblul de condiţii rămîne neschimbat, orice modificare a 
acestor condiții atrăgînd după sine modificarea probabilității 
“şi deci modificarea legii statistice a fenomenului. Descope- 
rirea acestor legi statistice este rezultatul unui proces inde- 


20 


lungat de abstractizare. Orice lege statistică este caracteri- 
zată pe de o parte de inconstantá relativă, variabilitatea, din 
comportarea diferitelor obiecte, datorită căreia nu putem 
prevedea in mod univoc comportarea unui obiect. singular, 
iar pe de altă parte, faptul că într-o mulțime mare de, feno- 
mene are loc o constantá stabilă, care propriu-zis este expri- 


mată de legea statistică. ۱ 

Statistica practică se referă mai cu scamă la cimpuri de 
evenimente finite, folosind si cimpuri de evenimente infinite, 
pe cînd experienţele din domeniul fizicii si al tehnicii dau 
loc, în general, la cîmpuri de evenimente infinite. 

n teoria probabilităților experimentele studiate. sint 
experimente aleatoare și fiecare realizare a unui astfel „de 
experiment se va numi probă. Rezultatul unei probe este un 
eveniment. E 

Exemplul 2.5*. În aruncarea cu zarul, mulțimea, realiză- 
rilor posibile va fi Q = 11, 2,3, 4, 5, 61. Cîteva evenimente 
sint A = (1, 3, 5): ,rezultat impar"; B — (1, 2, 3, Al: „te- 
zultat inferior lui 5"; C = (2, 4, 6): „rezultat par^. Dacă 
la o aruncare apare fata cu numărul 3, sînt realizate eve- 
nimentele A și B. 

Notind prin Q mulțimea tuturor rezultatelor posibile ale 
unui experiment și prin P(Q) multimea. tuturor părților. lui 
Q, evenimentele aleatoare sînt elemente ale lui P(Q: 

În mulțimea X a evenimentelor asociate unui experiment 
se pot introduce trei operaţii corespunzătoare operaţiilor 
logice „sau“, ,si^ ,non'. Fie 4, B € X; „A PS 

a) „A sau B" este evenimentul care se realizează dacă si 
numai dacă se realizează cel puţin unul dintre evenimentele 
A sau B. Acest eveniment se notează prin AU D si se wa 
numi reuniunea evenimentelor A si B; 

b) „A si B" este evenimentul care se realizează, dacă si 
numai dacă se realizează ambele evenimente A şi B, numit 
întersecția acestor evenimente si notat prin A N B. 

c) „non A“, este evenimentul care se realizează. dacă și 
numai dacă nu se realizează A. Acest eveniment îl vom numi 
contrar lui A și se notează AC. 

Dacă fiecărui eveniment îi atașăm mulțimea de. probe 
prin care se realizează, atunci operaţiile dintre evenimente 
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revin la operaţiile respective dintre mulțimile de probe 
corespunzătoare, ceca ce justif otaţiile a), b), c). Rezul- 
tatele operațiilor cu evenimente sint tot evenimente atasate 
experimentului respectiv. 

Dacă A N B = O, deci A si B nu se pot realiza simultan, 
spunem cá A și B sint evenimente incompatibile 

In mul Itimea X a evenimentelor asociate unui anumit 
experiment, există două c venimente m o semnificație deose- 
bită si anume: evenimentele Q.—.4 UAE si 9 — 4 f1 AC. 

'rimul constă în producerea, evenime S E A sau in produ- 
مس‎ evenitoentudui A€ ceea ce are loc, evident, întotdeauna; 
prin urmare, acest evenime nt nu de pinde de e venime ntul A, 
în sensul cá Q = AU A€ = BU B^, B fiind eve dni aent din 
mulțimea Z. Este natural să num im evenimentul O, eveniment 
sigur. Evenimentul Û constă în producerea evenimentului A 
și în producerea evenimentului AC ceca ce nu poate avea loc 
niciodată, Acest eveniment se va numi eveniment imposibil, 

Fie evenimentele A, 5 € m y^ mem că evenimentul A 
implică evi و‎ un B si scri - B, dacă atunci cînd se 
realizează A se realizează iod diste b. 
i avem simuli e B 5 B c A, atunci evenimen- 

B sînt echivalente si notăm A = B (aceasta revine 


€ 


tele A + 
la egalitatea mulțimilor de probe care corespund evenimen- 
telor) 
i mplicatia dint ire evenimente este o relație de ordonare 
in mulțimea ev: nimentelor şi corespunde relației de 
bx Ut 
ent A EÈ este compus dacă ko 
-X B£A,C £A astiel ca A < 
E suc i i2 GAZ contrai Es este elementar. 


Atomii algebrei Boole a evenimente lor se numesc eveni- 
mente elementare ale cimpu tate o), evenimentul sigur 


e 0 imentul impo: ibil d. 
Dacă i مس‎ Q contine un număr finit de ie 
cleme ntare, Q = i9, 0» c atunci un eveniment este 


۱۵۲ fin it ) > k) 
EES evenimen- 
n Ec DO si 
e lui P(Q). 


apy 


1 


B Anahza unui număr mare de experimente aleatoare a 
condus la concluzia următoare: 
Axiomó. Mulțimea evenimentelor asociate unui experi- 
ment constituie o algebră Boole. 

Definiţie. Algebra Boole a evenimentelor asociate unui 
experiment se numeşte cimpul de evenimente al experimen- 
tului respectiv. 

Deci cîmpul de evenimente va fi o mulţime Q înzestrată 
cu un corp de evenimente XE, si se va nota prin (0, X! 


2. 


Definitie. Vom numi corp borelian de evenimente 
a — cîmp) o mulțime Q înzestrată cu un cîmp borelian 


) de evenimente 2 se va nota, de 


Exen Vb le 


à contine 20 de bile numerotate de la 1 la 20. 
S1 11 ri 1 iem «S oo eb 


c f il este par"; B 
si C — ,rezultatul este o p 
ntele AU-B, AQB, AC. € 

dintre evenimente. Care evenimente sint 


ate implicaţiile 
compat ibile? 1 


1, 2, 3 8, 9, 10, 11, 12, 13, 4 
۳ 
J 
سب‎ „te ste par sau multiplu de 5"; 
ND es VE ste multiplu de ۳ 


0 1 16170 arunc 1 zarul să se scrie cîmpul de 
evenimente Sé xientel şi să se calcule Är 
evenimente at experienței si să se calculeze numärul de 
venimente din cîmp. 


10 n ; Jie ua mun iu MN E 
Avem (0, 2) — fb, UL [jh ij kh (UG Je X ۶ 
i n 


23 


unde i, j, k, i m iau valori independente de la tla 6, iar în 


‘cadrul unci grupe toti indicii sint diferiți. Două grupe cu. 


acelaşi număr de indici diferă cel puțin printr-un indice. 

S-a notat prin {i} — „apariția feţei cu numărul 7", prin 
0 ۰ 2 . ۰ {Y . 2 4 MI 

{i,j} — „apariţia feței cu numărul ż sau a feţei cu numărul”, 
1 ۹ f 0 s چ‎ f ۰ 1 

deci (i, j} = {7} U {f}, etc. 


Evenimentele {i} sint în număr de Ct, (î, j} în număr de 


C3. ti, j, k} în număr de Cj, ctc. deci în cimp avem 
1--CL-FC€2 A Ca ACE + CE ACE 23. evenimente. 
2.8. O urnă conţine 4 bile albe a, 45, ,وه‎ &4 şi 2 bile negre 

nay وه‎ Se extrag simultan două bile. Se cere: 
1. Sá se precizeze probele experienfet. 

2. Se considerá evenimentele: 


A, — obţinerea a două bile negre, 
A, — obţinerea a două bile albe, 


Ag — obţinerea a cel puțin a unei bile negre, 
A, — obţinerea unci singure bile albe, 
Aş — obţinerea unei singure bile negre, 


a 


Aq — obţinerea a două bile verzi. 
S 


4 se precizeze care dintre ele sînt aleatoare, elementare 
sau compuse; perechi de evenimente compatibile $i incompa- 


tibile; perechi de evenimente egale; implicaţiile dintre eve- 


nimente. : ۱ 
R. 1. Notînd simbolic prin (a,,.a;) extragerea bilelor a, 
și ds, ctc. probele experienței sint: 


ala, agb lay ad, (anas). to aa Ca a‏ وا 


(ai 58), (au no), (a, m1); (as, Mo), (5, ma), (aa, 03), (aa 18). 


(a4, 9:3), (t, 003) 
Numărul probelor este C$ = 15. 
2. Evenimentele Aj, Aa, روک‎ A4, Aş sînt aleatoare. Eveni- 


mentul Ag este imposibil, el nu este nici elementar, nici: 


compus. 


24 


„Evenimentul A, este elementar, el se realizează printr-o 
singură probă, (, 1:). Avem A, = f(m, nj]. 


Evenimentele 45, A, Aa, A, sînt evenimente compuse. - 
„Avem 4, = Ag deoarece realizarea lui A, atrage după ` 
sine realizarea, lui A, și reciproc. Se observă aceasta si din 


egalitatea mulțimilor de probe: 

A, = Uau m), (au ny), (ax n), (az Ma); (as, ni), (aa, 03. 
(aa 11), (aa, 031 

Age Unu au), (ts a), (nu ag, (tu 4), (to 0), (a. aa), 
(to. a3), (na, 04) 

Avem 


Ag an az), (ay, ag), (au aa); (25, 5), (a5; a4), (ts, aj 


p 
ds = (t n), (au, Nna), (az #1), (a fo), (as, Mi), (as na), 
(a4, Mi), (aa, n3), (ny 19). 
Sint compatibile perechile (45, 45); (A, 45), (44. Ax), 
se pot realiza simultan, 


Sint incompatibile perechile: (45, 43); (Ap A2: (A 
(dr A, a Ma, (Aa 4). B or 


Evenimentele A, și 44; A, și Aş; Aa Si 4,4; Aa şi ویر‎ 


și A; sînt contrare.‏ و4 


Avein implicaţiile : As As, As c do AN As Ag GC Aşi” 
Vom da cîteva proprictáti ale evenimentelor elementare: 


(Ej. Fie A € E un eveniment elementar şi BE X un eveni- 


ment oarecare. Dacă B C A, atunci B = O sau B = A. 

Presupunind B ¥ ® și B # A rezultă că evenimentul 
C = B — A ceste diferit de A si de ®, deci 4 = BUC ceea 
ce este imposibil deoarece A este elementar. 


(Es). Condiţia necesară şi suficientă ca un cveniment A c X, 


A # O să fie elementar, este să nu existe un eveniment B € X,.. 


B+ 9 ناه‎ BC A. 


25 


Notind 
trar am 


In relatia 
avem B 4 A, C 4 A. 


un evenit nent 


Presupune m 


element: 


În mod 


Jia nece 


niar 


Fie evenimel 
ALA 


Evenimentul A, 


/-0 اب تج‎ 
SB 6 = Sar 


ntele ejen 


nalog se demo 


ele; 


nu s 


entru orc 


eentay A T. 


COR: 


A este 


£069151801 


D SA HUE 


pb da 


* ۱4 
poate; 


eve Veni 


- D. 


i dinir-o algebră finità de eve ma se 


(E,) Orice eveniment 
venimente 


poate scrie sub formă unică, ca o reuniune de 
elementare. 

Fie B c E un eveniment compus. 

'Tinind seama. de (E) e existá un eveniment elementar A, 
cu A,c B. No B dum A, deci B -A4,U B, 
Dacă B, este evi t elementa „prima parte a propoziției 
este demonstrată. | B, este d arta compus, există 
un eveniment elementar A, CB, Notăm B; B, — و4‎ 
deci B, ) B, și deci 


: AU Az 


t UN ntar, ne oprim aici cu des- 
iment compus continuám 
Á, rue un numár finit de pagi 


Dacă B, este evenimet 
compunerea, dacă Bs 
procedeul. Algebra. fiind 
obtinem: 


(2.1) B = Aq As 


| DC; NE bs sînt evenimente elementare. 
supunem că descompunerea (2.1) nu este unică deci 


Uu An, 


unde A, 
Să p 


dA xm ات کر‎ AU UAE 


(22) 

unde, spre 

(2.3) Ar 
Avem: 


A Aa AGA 0 A Aa 


de unde tin 
ceca ce 1 
Re A le aici: 


(£,). Într-o 
stgur esie reuni 


evenimentul 


7 de e UE? N > 
turor evenimentelor elementare. 


algebră | fa 
nea. bu 


pf nit die pium. Sá con- 
: bi tre care m albe si 


o uz 


siderám 


D 
Eo 


2 — m negre (bilele diferă numai prin culoare). Se extrage 
Ja întîmplare o bilă. Avem, evenimente elementare Fi SA 
evenimentul „bila extrasă sá fie albă“, Acest evenime t 

poate realiza prin m probe, m < n. E 


E Pe. Se numeşte probabilitatea evenimentuhii A 
raportul dintre numărul cazurilor favorabile realizării lui A 
$1 numărul cazurilor egal posibile. Deci: 


(2.4) P(A) =, 
22 


n و‎ este definiția, clasică a probabilității. Ea, se poate 
olosi numai in experimente cu eveni e 0 : ; 
si X nente cu evenimente elementare e 
crim nte clementare egal 
us a acum o urnă care confine e bile dintre care 
, ile XE: ; s Te m und d 1 A C 
ES culoarea C17 و6‎ bile de culoarea روت‎ a, bile ode 
A arca Ca; deci n = d, +a +... + مه‎ Bilele diferă între 
le numai prin culoare. Se extrage o bilă din urnă. În acest 
x in unci bile este eveniment elementar. Probabili- 
atea extragerii unci bile de culoarea 7 va fi X de definiti 
tatea ¢ nci bi «۱۱۸03۲6۵ £ va fi dată de definiti 
clasică a. probabilității: des 


deci eveniment favorabil este extracția, unei bile de culoare 4; 
"i FS NAE Ra oarecare al cimpului este apariția uneia 
DLICLE ۷ ۰ arez e D 7 3 TER 
ind culoarea €i, تیوه‎ Cr, notat A, iar 


Puch OW tom 


n E 
De aici rezultă că: 


1 PERLE e eR : 
1°. probabilitatea fiecărui eveniment este o fune 


aces "venime ^ : m" € de e 
acest eveniment, avînd valori pozitive; f o 


Ds i HN E 
2 probabilitatea, evenimentului sigur Q este 1: 
و‎ 


P(Q) — 83 Eata + as 


aT 


n 


Tm 


dacă A == A UA cu ADA — 0‏ کچ 
P(A) = P(A)- PU);‏ 


4 evenimentele elementare sînt egal probabile [a pro- 
e 1 > ۲ MATT 
babihtatea z) Se observă că experimentul extracției dintr-o 
n 


urnă poate fi interpretat cu ajutorul a două cîmpuri de eveni; 
mente; cîmpul considerat mai sus pentru care eveniment 
elementar este extracția unei bile și un alt cîmp (T, P )1(( 
pentru care eveniment elementar este extracția unci bile de 
culoarea 10 = 1, 2,...;s). Funcţia P(A) care reprezintă 
probabilitatea unui eveniment oarecare din 1 are proprietă 
tile. 1°, 2°, 3° dar nu verifică, în general, proprietatea 4^ 
deoarece evenimentele elementare din 1 nu au probabilități 
egale, decît pentru 7 = 7t = u. == Mg 
“Deci, în acest ċaz nuse mai aplică definiția clasică a pro- 
هه‎ 
Sá considerám o urná cu 7 bile numerotate de la 1 la 7. 
Se extrage la întîmplare o bilă. Notind cu نش‎ ê == 1, ....7 
evenimentul care constă în extragerea bilei cu numărui 7, 
avînd în vedere că bilele diferă între ele numai prin numărul 
înscris, rezultă că evenimentele A, sînt egal posibile, deci, 
în mod firesc o funcţie de probabilitate definită pe mulțimea 


۱ AN ds 1 A 
(Aou satisface condiția P(4i) = P, unde p == 43' Eve- 


nimentul A; U A; (i # J) este un eveniment de două ori 
mai probabil decât ficcare din evenimentele 4; deci prelun- 
girea funcţiei P la evenimentele 4; U A, trebuie definită 


ca P(A4UA)-—2,( 4j, dei P(4;U4)= 
P(AjU P(4)). 

Ín general, EA U 44) = E pe (e de e S 
< 7) și P(Q) = 1, unde Q este evenimentul sigur. 


<S 
Deci, în cazul unui cîmp finit de evenimente [O, £} 
o probabilitate pe acest cîmp o vom defini astfel: 
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Def imilie. Se numește probabilitate pe X, o aplicație 
PX ¬+ R care satisface următoarele axiome: "e 
(1) P(A) > 0 pentru orice 4 € X; 
2) P(Q) = 1; 
(3) P(A,U Aa) = P(A J + P(4,) pentru orice Ap 4 


cu 41 n A - ©. 


9 = 
2 


. „Proprietatea (3) se extinde prin recurenţă la orice 
finit de evenimente incompatibile două cite două. Deci, dacă 


D, 524 3, & 7 = Leu, 2‏ 4,2 ۲۱ و۸ 
fn X EL‏ 
4j x S Dida‏ زا 
i=l 4 i=l i‏ 


won PAT ME D dn i w v " ۰‏ "زا 
Exemplul 2.9. Intr-o pungă se găsesc 200 bilete de loto‏ 
1 


dintre care un bilet cîştigător a 500 lei, 5 bilete cístie 
a 100 lei fiecare, 10-bilete câstigătoare a 50 lei f 
Li i - a Ae 4- z A moe r LA 4 p / M A ۲ 3 5 
20 bilete cîștigătoare a 3 lei fiecare. Cineva cumpără un 
Care este probabilitatea, ca cumpărătorul să câștige cel 
50 lei? A 


Vom considera următoarele 


Cal 


evenimente: 
A cumpărătorul cîștigă cel puţin 50 lei; 
A. — cumpărătorul cîștigă 50 lei; 


A, — cumpărătorul 


Ag — cumpărătorul cîștigă 500 lei. 

Avem evident A = 
ANI ed, d, di. 

Deci P(4) = PAY + PU + P(Ag = 10 , 5 2 

| 98 
+ -— = 0,08. 


AU 


A; U A UA; cu 4 NA — d» 


Definijie Numim cîmp de probabi 


fini de evenimente {Q, >} înzestrat cu o probabilitate 
P, notat 19, B, P, 
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Din regula de adunare a probabilităților deducem că 
pentru a cunoaște probabilitățile tuturor eve nimentelor 


A € este suficient să cunoaștem probabilitățile eveni- 


c5 s dată ui du iU U dea d stud 
1 >. <r și dacă A = (o) U... Ufo] atunci 


Dp b ۱ ; fes, Be IP, AY A N P das; 
" (4) ee (fo) CR U fot) P(toij) Do R P(1oiy) 
= pi ...سل‎ F Dip 
Deci, un cîmp finit de probabilitate este complet carac- 
: 
terizat de numerele nenegative f, fs... f, cu $5 Bes 
4l 


TU M k ۱ . SD 
Dacă =.. = f, atunci P(A) = — unde k reprezintă 
7 

numărul de evenimente elementare care intră în compunerea 
evenimentului A (evenimente elementare favorabile event- 
mentului 4). Se ajunge astfel la definiția, clasică a probabili- 
tátii. 

Din definiţia probabilității rezultă următoarele propries 
táti ale probabilității: 


(P,) Pentru orice A E E, P(A0) = 1 — P(A) 


Din AUA? =Q şi A NAC = 0 si din axiomele (2) 
şi (3) rezultă imediat această proprietate. 


Exemplul 2.10. Un aparat achiziționat de o uzină tr buie 
pus în funcțiune. Se pot ivi următoarele situații: 

a) o bună stare đe funcționare; 

b) un ușor dereglaj; 

€) trebuie înlocuite cîteva piese; 

d) se impune o revizie generală. 

În primul caz aparatul continuá sä functioneze. În cazul 
(b) reglajul durează 10 minute, în cazul {c) piesele se înlocuiesc 
Într-o orá, iar revizia generală se face in 10 ore. Probabili- 
tátile celor patru etape sînt 0,5; 0,1; 0,15; 0,25. 


Să se determine probabilitatea ca aparatul să fie în măsură 
să funcționeze după cel puţin două ore de la instalare. 
; R. Considerăm următoarele evenimente: 


A -— aparatul este gata de funcționare dupà 2 ore; 

A, -— aparatul poate funcționa imediat; 

Aa ~~ aparatul necesită un reglaj; 

Ag ~~ este necesar să înlocuim cîteva piese. 
Avem evident A = A, U A2U Ax 

Deci P(A) = P(A) + P(A) + P(A) = 05 4- 06, t 
F 0,15 — 0/75. sau P(A) = 1 — P(49 = 1-095 — 075, 


(Pj Avem P(O) =Q. 
Aceasta. rezultă imediat din (P,), din observaţia D° = 
și axioma (2). 


p^ 
d 


(Pj Pentru orice A & € avem 0 < PA) e do 


Axioma. (1) ne spune că P(4) > 0. Din (1) şi proprie- , 


tatea (P) rezultă P(A) sS 


(PJ Pentru orice A, A, € X cu AC A, avem P(A,) > 
< P(42). i 

Avem da = A.U (4, N Af) unde 4,0 (4,0 AX) 2x di 
deci din (3) rezultă P(A) = P(A) + P(A; N 49). Dar 
P(A; N Ap) > 0 de unde P(4,) > P(A). 


(Pj. Pentru orice A, A, € E avem P(A,— A,) = 
= P(4,) — P(A, N Aj). 
Din. 4 = (4s — 4) U (4 4), 
(45 — A) N (da N A) = 0 şi axioma (3) rezultà proprie- 
tatea enunțată. ۱ 


(Dj. Dacă A, Cda A, d, € X atunci P(A; — dyes 
== P(45) TEA 

Această proprietate rezultá din proprietatea (P) deoarece 
în acest caz 43 f) A, = 4,. 


(Pj). Avem P(A, U Aj) = P(A) + P(4)— PU, NA 3 
oricare ar fi A, A; € X. 


Din r elațiile A, 
A i n (A YE (A 1 8 A 2 


tatea (P, aplicată pentru A 


tatea ۰ 


i Aa 


De aici rezultă imediat: 


(Ps) P(A,U 45) : 


A gC € 


Aceastà rel 
seama de prop! 


® din 


4, 


(4 1 


(Pio Fie evenimentele (A Jis 
A, +0 

۱ ^f 4 A 

3 (4) P Cl s [ Aa) 
i P ^ 
P(A, | AN... 


din 


rezultă 


B PU, ۰. 0 4,4 


Ca, ilustrar 


uxmatoarele me 
3 in r EiS pI 


membrul 


TEET E ON 
proprietătilor 


inthpuor 


1 y 


CI e CZ AA C 


Ú (da — (4, N Ag); 


axioma (3) și proprie 


N-A) rezultă p 


1 1 ` 3 1 1 A 2 
emonstreazà prin inducpie să {ining 
tatea  (P.). 


* 
H 
S 
Ed 
zo 
e 


se demonstrează tot prin inducţie. 


1 


doi există « leoârece din 


1 


n Aga) ss P(A). 


9) Și (Pio) să considerăm 
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2.11. Problema concordaujelor. [AT] Într-o urnă sint n 
bile numerotate de la 1 = *. Extragem pe rînd cîte o bilă 
fără a o repune în urnă. Este posibil ca în extracția de rang 4 
să, extragem, bila numerotatá cu 7. Sp 1 în acest caz că 
avem o concordanță, 


R. Fie $ probabilitat 
cel puțin o concordant: 
ca în experimentul de rang 
dantá, avem: 


ractiü să apară 


ară o Concor- 
p = PAU... UA), 


ers ۸ س‎ Jyt 1 A و‎ r 
unde P(A) wy = — deoarece sînt posibile n! cazuri 


cele n bile se duri diferite) şi 


1)! ca mene cu 

ul 7 /, deci 

numai cele « T : permut între 
ele. 

Nav ۳ ; (m 231 1 v ag EN 

A nalog, P( 1 i N Àj) 7 f i É e (0 ۱ j 1 S i 7 J 3 m 


din (P,) fiecare termen 
ermeni egali și anume 6 
aumár 5 indicilor dup 


? 
care se 2 


E E 


A; evenimentul 


کی 7 ی کک ی ےہ sa E‏ " 


vám că 


atunci: 


1 1 i "i: 
سین هر ی‎ oed. Ice 
RR d. 
€x g uw. 


ui ud control de‏ را 


la 11 tH 
se de ern 


4%, de 
fie respins. 
R. Notin 


bo | A * PA 5 | A i Dd a) 4 
96 95 94 93 2 
۱۵۵ 99 98 97 96 


PA) 1 و‎ 7 


ai pe care o urm in 
? corespunde axioma- 


A N Kolmogorov 241 


~ Nu Was 


j ee: tie NU în Ei d. pozit Hv á 


e numarabilaá 


ouă, cite două, 
ară pentru caro 


SA 
— mp 
cem el se 
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Ex 2277) 


2.13. 1 
semiinterv V 


(2.5) 


pent: u orice 
Din axlo 


[0] 


ui 
Propri tatik 
litat 


—— À— — ta, oe a ی‎ RN a a îi 


Pentrum = 0 seria este convergență, restul seriei fiind 
convergent către zero, deci putem ۶ ; 


lim $5 P(A, — Am) — 0 


200 m= 


Notăm B A, B, = A, — B. Sirul (Bucu este 
descendent si n. B, deci lim P(D,) = 0. Dar: | 
neN* سور‎ 00 | 
۱ | 
P(B) = P(4,) — P(B) = PA) — PC CY Aa) | 
nez N* 


deci 
lim P(4,) = PUD 4). 
1-»00 ne N* 
Pentru demonstraţia, celeilalte relaţii se arată că accasta 
este echivalentă cu prima, demonstraţie pe care o lăsăm 
pe seama, cititorilor. 


(Py) - A,) < lim P(A,) < lim P(A,) > Pm A) 


n 3 
28-00 oo A 
V fes | 
pentru ori Str (Anha C a, 


Cu notatia B, = 4s (B heyr este ascendent şi 
3 z nti VU npn y 


n. < 


pay A 5 

P(lim A,) = P(lim B,) = lim P(B,) < lim P(A,), deoarece 

" ven i> o0 n-»o06 
P(B,)« P(A;.,), pentru orice 2 & N. Analog P(lim 4,) > 

H--o00 

> lim P(A,). Dar lim P(A) > > lim P(A,). 

839 i ems H8 

De aici rezultă, ca o consecință inedită i 

(Pia) Dacă şirul (A hene < À este Q — convergent 


(im A, = lim A), ۵ P(lim Aj) — lim P(A,). 


n-»o0 nord i no D> 


(proprietatea, de continuitate secventialà a probabilità tii). 
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(Pi) PLU A.) < 25 P(A) 


neN* ne N* 


S S MEN r a 
Avem P( U 4,) = lim PIU 4:) < lim $5 P(A) 
EN" í- / = 


Avem egalitate numai dacá evenimentele sînt mutual 
disjuncte 


2.4, Evenimente independente, deos tate condiționată. 
Să considerăm experimentul car ă în aruncarea a două 
monezi, şi fie pei notele : 4 سب‎ - să stema pe prima 


3 
i لو‎ B — să 4 apară ste ma eda a doua. Ín acest 
obabilitatea eveni 


pinde de realizarea 
evenimentului B, dec ste independent de 
imentul B. 


Să considerăm o urna care iai bile albe și 3 bile 
negre j ! bilá din Fie 
E niente: | i xtras o | 1 
A, —a doua persoană a extras o bilă albă. Pi bilitatea 
evenimentului A, în ab ii 
este 4/7. Dacă eveniment 
evenimentului و4‎ este 1/2 

1 > de evenimentul A,. 
^ Evenimente 
P} sint P — 


P(A N B) 


EVE 


or asupra 
t, , probab itatea 


۱ le probabili- 


mu 
d 
وین‎ 


u ușurință cá dac 


Rd unei 
a țintei 
doilea 

atinsă 


int: 08 pe ntru ۳ 


Pers or. Suh se deter m 


| de 
EXE 2 
= == 3H 


— 


numărul é 


3 $ s | 
Gente 32 0 


evenimente 
apăr; at inde pi dip o; ntc 
e vede din on pae 

si i هب‎ "u omogen cu fe 
۳ Saks în cele trei cul 
; ii corp o singură. da 
ntal ca is drul + 
de Evenime nte le A 
experimen takif 


independente 
în totalitatea lor. 


(C 


ce pentru fiecare 
i 


cazuri favorabile 


۱ 
| 
| 


NL 


independente 


———————À Kran i 


Din; 
PIAN Bn C= POA) — 


| PUDPUSPQC) SS 
: (4)P(B)P(C) = = 


rezultă cá evenimentele A, B, C nu sint P — independente 


în totalitatea lor. 

Definitie. Spunem că evenimentele (Anew Că sint 
P-independente dacă orice număr finit de evenimente din 
acest sir sint P-independente. 


Aplicația 2.15. Un aparat se compune din trei elemente 
a căror fiabilitate (durata de funcţionare fără defectiune tot 
timpul într-un interval de timp dat) este egală cu 0,9; 0,85 
şi 0,75. 

Primul element este indispensabil pentru funcționarea 
aparatului, defectarea unuia din celelalte două elemente face 
ca aparatul să funcționeze cu un randament inferior, iar 
detectarea simultană a elementelor doi si trei face imposibilă 
funcționarea aparatului. Elementele se defectează indepen- 
dent unul de altul. Se cere probabilitatea ca aparatul să 
funcționeze tot timpul într-un interval de timp dat. 


R, Fie evenimentele 4; — elementul (i = 1, 3, 3) 
funcţionează fără defectiune si A — aparatul funcționează 
chiar cu un randam | Aven 

1A A ura QU ۳ < C 
A = (4,0 A3 لا (و4‎ 3 N 49 و4 ,4( لا‎ 15) 


? 1 
ln exemplu 


tului de e 
tului de 
prima p 
efectuat 


—[—— o ie 


Deci probabilitatea evenimentului A, variază în funcție o 
fealizarea lui 4, în sensul că această probabilitate este 1/2 


2 z EUN e Tita Dao 
dacă s-a realizat A, sau — dacă nu s-a realizat A, Este deci 
9 


natural să numim probabilitatea evenimentului و4‎ conditio« 
natà de evenimentul A, si să o notăm prin P(A, | 4,) sau 
Pa (49. 


Definiţie. Fie (OQ, E, P} un o — cîmp de probabilitate si 
A, BeXcu P(D) z 0. Numim probabilitate P evenimen- 
tului A condiţionată de evenimentul B, raportul 

P(A N B) 


t E P(A | B) 
(2.7) P(B) ۱ 


Tripletul (Q, XZ, Pp} este un e — cîmp de probabilitate 
dacă [O, X,P F este un c — cimp de probabilitate. (Se 
verifică cu ușurință axiomele din definiția probabilității.) 

Analog putem defini probabilitatea evenimentului B 
condiționată de evenimentul A: 


(4 N B) 


: Uhren Auer doses etc duis ded "oom" 
Din cele două relatii tinind seama de proprietatea de comu 


ie a intersecţiei rezultă : 


۱ 4) = P(B)- PU | B). 


unde P(4) #0. 


tativit 3 


1 1 m 7 ۳ f. oes 
în cazul a două evenimente 1ndepens 


em complet de evenimente o familie 


CU A; N A; z ®‏ رح 


venimente 


U A 


complet di 
avem: 

4) Y^ D(A D(A4 ۱ A 
(2.93 PA) P(A) P(A |4). 


Ta "fior T Av 
alege arna 
extragen o: DE 


A evenimentul 


albă“ 


A 


același tip sînt date 
a Uy, cinci p zn € 
jlaratele sint si 

E 
7i la prima uzini 
probabilitatea O 9, 9, cele care provin 
۲ cele care provin 
a intim مور‎ 


vine de la uzina Ui, 


proba 


R. Facem urmate 


entul 


P(A | AJ — 09 PATA) —075; PA À 4) 


CO eveniment te (Aier C 
eve iza te (ipoteze) sînt date înainte de efe 

€ Experimentul efectu realizează 
A. E arátám cum rea | Í 
: probabilit (tile ipotezelor. 


ur 


b 1 A; ۱ fteCare 
Avem 
14 LA ۲ 4] 
LA | A : - 
sd d (A) 
1 (4) 
'(A | A, şi ținând seama de (2 9) 
ng A PA} PAA 
2. 19) P(A, | A) — 4 i) (+ ) 
M 4;) PLAI 44) 
Ey 


u imtimplora 


icare. Care 
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R. Avem 


P(A | A = P) P(A id. 


3 
5 P(AQ)P(A]|A) 
unde evenimentele A și رش‎ 7 = 1, 2,3 sint notate ea da 
exemplul 2.17, 
Deci: 


163 ' 


2.19. [42] Se consideră două loturi de produse dintre 
care un lot are toate piesele corespunzătoare, iar al doilea 
lot are 1/4 din piese rebuturi. Se alege la intimp lare un lot 
şi se extrage din el o piesă constatindu-se că este bună. Se 
reintroduce piesa, în lot si se extrage din acelasi lot o piesá 
Care este probabilitatea ca piesa extrasă să fie un rebut? 


R. Fie A evenimentul „a doua piesă extrasă este rebut“; 
lar A,, Aa evenimentele de a extrage această piesă din primul 
respectiv al doilea lot. Formula probabilității totale pe dà: 


P(A) = PAJ P(A1A) + P(A PA 145. 
Avem P(A|Aj =0, P(4]|4A) z Din formula 


lui Bayes vom calcula P(4,). Notăm cu B,, B, evenimentele 
ca prima extracție să se facă din primul, respectiv al doilea 
lot, iar B evenimentul „piesa extrasă este bună“; atunci: 


P(B) = P(B) =}; P(B] B) و‎ OP(BIB)-1 
si P(A) — P(B,1 B) $ deci: 
: 
gp cg 
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Inegalital lea lui Boole. Fie {9, X, Pun cim Ü 
si C 1-e c 22 0 lime (7 număr 


(2.11: AN 4:) 21-5 P(A. 
ic 
În particular: 


f1 #4 
(2.115. "n 4| > 3 P(A) — (n —1). 
=1 / pl 
Demonstrația este imediată dacă scriem: 


P(f14,) = 1— P(N A) = 1— P(U 49) 
ic I 


ic E 


și aplicăm proprietatea (P.s). In particular: 
je n n 
Aali $5 P(A9) = 1 —55 )1 — P(A)) = 
Viel / i=l i=l 
5 P(A) (n 1) 
EXERCITII SI PROBLEMI 
numerotate de la 1 la 20 
S 
nimente atasat experimens 
li 'enimente ( 


> decît 16; 


45 


5 7. La uni 
"are n us 
ie constată cá ur 
it cel de al doil 


4 


lea elev. Care probabili i 


bun să fie în ultimul an? 


rem pies 
puse Sepai Ata Pk 


2.4. 
1 


cest minim! 
functie de 
Sá se spună 
9 si pentru 


1 
à o 


(Bacalaureat, Nice, 1967) 


a hiatea ca 


"Ten 9 Un 


(R P = x — 10۲ 4 45: رهظ‎ = 5, Pa =- 


s: se obtine 


Capitolul ۲ 


VARIABILE- ALEATOARE. CARACTERISTICI NUMERICE. 
FUNCTIE DE REPARTITIE 


Una din noţiunile fundamentale ale teorici probabilitá- 
tilor este aceea, de variabilă aleatoare. 

Evenimentele unui cîmp de probabilitate nu sint, prin- 
cipial, mărimi în înţelesul atribuit acestora în științele natu- 
rale sau tehnică; ele se descriu însă cu ajutorul unor márimi 
avînd valori numerice reale și care, în general, sînt rezultatul 
unor măsurători. Principalul merit al actualei sistematizări 
a calculului probabilităților constă în definirea variabilelor 
aleatoare, deci a mărimilor pe care ni le prezintă experimentul 
direct, sau teoriile destinate să-l interpreteze. 

Dacă înțelegem prin variabilă aleatoare o funeție reală 
definită pe multimea evenimentelor elementare asociate experi- 
mentului considerat vom putea ilustra prin exemple tipice 
pentru teoria probabilităților cum se trece de la un eveniment 
la o variabilă aleatoare si anume: 


Exemplul 3.1. Să considerăm un experiment care are ca 
rezultat evenimentul A. În locul evenimentului 4 putem 
considera, variabila aleatoare £ care ia valoarea | dacă 
realizat A şi 0 dacă s-a realizat 49. Am definit o v 
“aleatoare bernuolliană cu două valori (variabilă indicatoare 
a evenimentului 4) prin relaţia: 

" { 1 dacă oc 
Uo) == a v. 5 
(ه):‎ | 0 dacă o € ۰ 

În practică este de multe ori mai comod ca în locul eveni 
mentelor să utilizăm variabilele aleatoare indicatoare care le 
sînt asociate. 
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Această schemă poate îi extinsă în sensul că putem consi- 
dera un experiment care are ca rezultat un sistem complet 
de evenimente (Asia . Dacă convenim să atribuim vā- 
loarea زب ور‎ în cazul în care s-a realizat evenimentul 
A, , am definit o variabilă aleatoare bernoulliană cu 
n valori, رح‎ prin relaţia 


Elo) = م‎ —j dacă o € Aj, 1«j « n. 


2 
c — cîmp de probabilitate și (4;)igr CY un sistem com] 
(finit sau numărabil) de evenimente. Sistemul ۵ 
pi P(A), i € I, se numeşte distribuția o — câmpului de 
probabilitate. 

Definiție. Numim variabilă aleatoare discretă o functie & 
definită pe mulțimea evenimentelor elementare o — f£? cu 
valori reale dacà 


3.1. Variabile aleatoare discrete. Fie (0, Y, P} un 


Vi e = P pi a Fe 
1۳. £ ia valorile x; 181; 


O: Elo) = ۸۳ xU te IT 


O variabilă aleatoare discretă pentru care F este 8 
se numeşte variabilă aleatoare simplă. 
Schematic variabila. aleatoare £ se notează prin: 


ew ur t ۹ 
(3.1) «p. (AU ones E 2 bi 1 

Tabloul (3.1) se numește distribuția 50۱ varias 
bilei aleatoare ۰ 

Numărul produselor defecte dintr-un lot examinat 
numărul de defecţiuni care apar într-o anumită perioad, 


á de 
funcţionare a unui dispozitiv, indicatorul unei eveniment A 
sint variabile aleatoare discrete. 


Exemplul 3.2. Un lot de piese este supus unui control 
de calitate în modul următor: se extrage pe rînd cite o 
piesă care se cercetează dacă poate fi admisă sau nu. 
Se cercetează 5 piese. Dacă piesa din extracția, de rang 
k= 1, 2, 3, 4 nu corespunde, lotul serespinge. Să se serie 


49 


tabloul de 


repartitie al va 
zintă numărul de piese 


iabilei aleatoare 
cercetate, dacă probabilita 


care 


o piesă luată la întîmplare din lot să fie admisă este 0,85 


R. Variabila aleatoare E poate lua 
rebut, deci P(E 


1 — dacá prima p 


2 — dacá prima pie trasá e 


4 — prime le trei Me 
: A} = (0,85)? 


وه 
m 70‏ 
ez]‏ 


5 — primele patru pi Se 
1 2 3 


0,15 0,1275 ۳ 85(* 


ia -E 


stnt dif (0) 


pentru ۵ € 


(6) = Ym m 6 € Bw (m= 1, 


bună jar & 


sint bune si a 


» 


e; P( = 5) 
4 
۰0,15 (0,85) 


< 0,15; 


doua rebut; 


e, iar a patra rebu 


(0,85)*. 
d 


- w-— Juv ges 
3» 0,15 (0,85) 7 


i finite prin (3.2) gi f 
E 
re Kn de Nain var iabile 1 reale. Variabila, aleatoare 


ph ina ae : x x 
e ia M alorile d = fix, Ym) 5 este definită de 
complet de evenimente = ۱6۵ Elo) = ua 
NS 1 t n» 
Jmf 
(3.4 Pic 9 
G4) PR ر2‎ PE = tn Q= Yad 
| Ym ند‎ 
Dac SI ۶ m: 
Ptz W sy. 
LG 1 n) ۳1 Ym). 
Cu notatule 4 NE. Df n c lta 
t X4, Qn = P(w(e) = v) rezultá 
pir ۱ y 
[== P 
1 niru ff ۱ Y em 
(3.6) P(t ۱ b 
= 3 اس‎ [o 
ticular si m nu pot lua decit valori întregi 
D 


Jis tia lui C == £ E R à . 
Distribuţia lui با‎ = & 4 m se numește compunerea lui £ 


bong : 
aleatoare sin iple: 


J1 


m 
aleatoare £L n 


Pis see 


4* 


unde: | 
fü P(E-- n= nity = Plo: Elo) = x30 omo) =), 
cu 35 pu e 
لت و‎ j=l 


int independente 5i; — fi 0. 


Variabila aleatoare £y are tabloul de distribuţie 


Mega ac Macea ie 
En d: fuac Pij o fama 
cu 
pu = P(E = n y) = P(o : blo) = 0 fatale) = yi: 


Operatiile de sumă și produs se extind la orice număr 
aleatoare. Rezultă deci: 


it de variabile 
Puterea unci 


variabile aleatoare are tabloul de distribuţie; 


tabloul ci de distribuție interpretată ca variabilă al 


ATO 
va fi: 


deci vom putea face totdeauna operatii cu variabile aleatoare 
şi constante. 


Exemplul 3.4. Se dă ecuafi a ax + by +e — 0, 1 
coeficienţii a, b, c se determină prin iar unui 
Să se determine probabilitatea ca dreapta astfel obtini i 
să treacă prin punctul de coordonate (—1, 1). 

R. Experimentului de determinare a unui coefici 
atașăm variabila aleatoare Ë care ia ca valori numi 
puncte apărut, deci: 


95 
— 
م 

f a 
m. 
مس‎ 
- 


VOL OOS UG 6 «672 
Fie برچ‎ £j Ep variabilele aleatoare corespunzătoare deter- 
minării coeficienţilor a, b, c. Aceste variabile aleatoa 
m pende nte. aon trece prin punctul (—1, 1) cînd 
Ea + &g = 0. Deci trebuie să determinăm: 


P(E, + و8 + و‎ 0) = P(E, = Ë 


Tinind seama de faptul cá variabilele aleatoare sint inges 
pendente putem scrie: 


6 
P(—5,-F- & + Ea = 0) = )یم‎ + E, = KIN f£, = kl) 
6 
Q2 PS + Ea = E) P(E, = $) 
k= 
= 1 
Avem P(£, = b)-—;Rh—1..,;6 
[^] 
C 
2; P(& + E, = k) = P(E, E, < 6) 
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ca ca suma punctelor obţinute la aruncarea 
= mai mică decât 6. Ţinînd seama de faptul 
ributie al vari bilei aleato: 


elor obtinui 


B4 wo c7 8 9 I0 1 125 


y 2 3'4 5 ۵ p m 4X 43 
۵8 6 6 6 6 6 6 6 i 
avem 
6 - 
S^ " 5 
1 vi am 
E^ - 
k=l 36 
deci 


72 " 
e discrete : sînt valo- 


ét 
€ 


cele mai fre 
Fie 5 o 


variabile aleat 
Min) există, atunct 


NU 
definite pr 
ALOE 1 


(3.8) 
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| S) avem; 


U: Ca: 


de und 
NOS Om 3 ۱ 
2, PCa) = PI P(A 


e discrete. 


constantia 


(3.10) MCE) = c M(E) 


din es fin tie Si ea vom 


discrete 
există, 


atunci 


a medie a variabilei aleatoare £ — M(E) = € 
numeşte , abaterea variabilei aleatoare &. 


7 


Deoarece M(E) € este o constantă, valoarea medie a unei 


i 


constante este acea constantă, deci: 
M(E — M(93) = M(£) — M(&) = 0. 


(Pe). Incgalii tatea lui Schwarz. Fie & si m două variabile 


este 


alcatoar: pentru care există M(E?) și M(x) Avem: 
VU ARKIN NA 
(3.12) | M(54) | > | M(E di M (n E 


vom considera variabila aleatoare 
.este.un parametru real. Avem: 


[ (£0) 4 XM (2) 


> Û pentru orice * real. De aici rezultă: 


scapa) 
valid 


exista 


: ۱ D 
i jas PS 
PEN ANTA 
M(5) Mt) 


Exes mpte. 3.4. [6] O urnă contine N bile numerotate de 
la 1 la N. Fie č cel mai mare număr obținut în urma 
Ra rii a ?» bile Sula urnă, cu întoarcerea bilei în urnă după 


fiecare extracție. Să se c: dculeze P(E = k) și M(9) 


R. Notăm prin { < k} evenimentul ca la ficcare extracție 
numărul bilei să nu p pásec iscă valoarea A. Bila este reintro- 
dusă! în urnă după fiecare extracţie, deci extracțiile sint 
1 € Probabilitatea, pentru fiecare extracţie, ca 


- 7 k 
să nu depășească k este —, deci: 


Avem deci: 
P(E =k) = P(E < سس(‎ {E < k—1)) = P( 


TE " ded 
P( să S k | ) [en (k 1 A 


N 
1. 5 : 
kp 2, ۳ (k (51 = 
Í ol | 
N 
1 SF 8 1 /Y ; 
qe n y" — (k — 1 N 


Defi ptt 


MONALI 


OMET 


(3.15) 


VYROWLETLL | 


(8.18) 
(3. 3) 


(3.17) 
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ntulai cu 


entut 


(Dj) Are loc egalitatea: 
(3.18) D*(£) 


Intr-adevăr tinind 


D*(£) = M(E — M(E) 


ivem JM 


doud 


39 


Dar M(£&£y) = 
p? (= 


VI 


de unde (3.19). 


(Dj) Inegalitatea lui Cebişev. Tie & ۵ variabilă aleatoare. 
Ave loc inegalitatea: 
(2 Oy 1 EEE aA i 
(3.20) P((o:|&(e) —M(9]2 s) < 


pee 


peniru orice 6 2 9. 
Această inegalitate - poate fi pusă sub o formă foart 
folosită în aplic atii si anume : luăm e aD(2), (3.20) se sa 


'Q Oy fe 5 o 1 
(3.207) PII E— M(E) | > aD - 
t [Zn 

Dacă luăm a — 3 deducem, de exemplu, din (3.20) 
P(| t— M() | > 30)8( > 5 
9 


adică probabilitatea ca o v aloare a unei variabile aleatoare 
să iasă din intervalul (M(E) — 3D(5), M(5) 4 3D(£)), este 


mai mică decit ~, decl majoritatea «iibris variabilei alea- 
9 


4 


toare se vor grupa în jurul v: dia medii pe un interval de 
lungime 6D(£). Aceasta este regula celor 3e. 


3.3. Variabile aleatoare de tip continuu. Fic I O, E, P! un 

e — câmp de probabilitate. : 
و‎ Se numeste variabili aleatoare : fur 
Q + R (definită pe mulțimea evenimentelor elementa 
ı valori reale ) astfel 1 încât toate mulțimile de forma Ay 
= fo : Ho) > x} aparțin lui X, p niru orice X 
Vom da în continuare cîteva proprietăţi ale vi 


aleatoare: 


FO eet 


(PJ Fie £ o variabilă ۵ şi c o constantă, atunci 


E 


- — eu E X 0 sînt variabile alcat 


E+ c; ct; 4 
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Într-adevăr functiile £ -+ c și c£ sînt variabile aleatoare 


deoafeoc: 


10 i fla) Fe <x} = fo Ela) < x —c} E 2, 


Ef 5 2 E : ۳ 
۱ fo DE(0) > 1 e Xdacà c « ۰ 
t 


:[E(o) < x] = fo: £o) > x1U to:£(o) ۱2 2 
f N ۱ LEN] | 5 
i0: 2106 Xj io: | GO) | | yoza 
1 
ی‎ «. x 
Elo) J 
f [CY] ۱ 3 Ot 1 0 
| i (€ S Uj, iaca X ) 
am A € 7 1 t A 
[o : Elo) 0 | P (0) > Ji dacá ۸ 0 
[e 0} U fo : Elo) << 
۱) A 0 
EEE 
(139 2i CO "i 
f i í 
| 2 


Observăm că? 


3. e 12 [2 327] 
تسا‎ XE j (5 J د‎ 
وی‎ = 4 io i Ur Vo ij 
t ge. 1 
= e "E 
3 9 
l ig; g iy 
z re ۱ en EAS IE E "uU 
SUP i$ €) — "x ۳ A ri 7i 
PA 
1 ۱ 7 "n 
۲ í SU DE LS un e . 
BIA dec وا‎ c 
d sai 


g v c 
Să observăm cá din faptul cá sup (E, v) si ted (£ e ان‎ rtea 
variabile aleatoare rezultă că partea pozitivă be ea, 
negativă & a w nei variabile aleatoare & sînt variabile < 
toare, deoarece: 


£4 
v 


TOP)‏ رب 


Es ( ©) s da 


ntus119,. ^. DARE a RR 
jn Atunci - 3 h "sînt variabile aleatoare simple, nen 
Dacă Eli) < 00 avem: 


deci: 


Dacă Ela) = co, atunci pentru orice s € N 
E (o) = n deci: 


(e) = fo). 


este nenegativá, avem: 


e 


cu £* si E” variabile aleatoare nene gative si teorema e: 


asemenea adevărată. 
Teorema 3.2. Dacă (Ennens este un 
aleatoare atunci sup Ë,, inf £,, lim s 
fcc N* 3 NENE — $00 

variabile aleatoare. 


asemen 


Definitie. Vom spune cá variabilele alea 
sint i independente dacă pentru toate sistem 


oare E زب‎ E 
Teale viau N 


3.4. Funcție de tepartiţie, De 


Se numește funcție de 
repartiție a stabile! aleatoare 


(3.24) F eue E (fo : Elo) s sH 


definită pentru orice x c R. 
Din această definiție 


rezultă că orice variabilă aleatoare 


ediul funcției sale de repartiție, 
1 aleatoare discretă cu f, = P(E— x), 


4 TS Y A 
) rezuità: 


le tip discret, Rezultă că 
2 adi i ia valori constante 
icr ge 'rmi hate de DT nctele 4; ( € I). 


Y 
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Conform cu 


(3:25) rezultà: 


0,45, 
0,45 
0,45 

1 


) 


PF) 0,20, 


0,20 


Graficul ei este cel din fig. 


37 În cazul unei variabile 


m valori, 
tatea p} 1 <7 


p dacă 


84 


dacă evenimentele A; 
^ وم‎ nfir 4 

< m, adică pj 
repartitie corespunzătoare este: 


Teorema 3.3. Funcția de repartiție a unei variabile alcas 


toare are următoarele proprietăți: 
1 ?(x < F(x Y 3) dacă Xi T Xo; Tu Xo E R. 
2 Pe — 0) = F(x) pentru orice x E R. 


La Ie] 3 Ff. ۳ BSE 

3? lim F(x) — ۰ 
A O 

4? lim F(x) 1. 


X-—-r90 
3.1 Demonstraţie. Y^. Fie X, > Xs două numere reale, Notăm 
Ar, (o : £(e) > x4, A4 = 1۵ 7(0) > x,]. Avem 
۸۰» A, deci F(x) = P(A,) < P(A) = F(x). 
Doré a tă 2°. Fie x € R o valoare fixă si fie: 
lacá: 0 > 4 1 A sce ee f qe 
lacă: 1 > ۸۶ > 2 1 y | 
dacă: 92—x «8 un sir crescátor de numere reale convergent cátre x. 
ois "Aat 329 Considerám evenimentele: 
dacă: x 4. AŞ, A eos. < x Ba = O, « Ele) «t: 
"n 
o Avem: 
; a ۱ AA. ولا لا‎ e 
aleatoare &;: m sham " cu g 0 E ia A 
(Cm P^g Evenimentele din membrul doi sînt incompatibile dovă 


; se realizează cu probabili- 
P(E = m — j) funcția de 


(S 


cîte două prin construcție, urmează că: 
(3.26) P(A) = P(A,) + P(B) + P(B) 4 ... 
Dar P(A) — F(x), P(4,) = F(x), P(B,) = 


"n 


dacă d El 
7 pă = P(Ío : &(o) > iau 1) — P Xs E(«) < Snt) 
dacă jue) | = F (tn) — F(x,), n = 12, .. 
و‎ rn n D Relatia (3.26) se scrie: 
-)zx-m—] | p LTE 
5 ( 227) F(x) = F( ) -TF 1 ) — FP (*)] -f CF (24) — 
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§ — Introducere în teoria probabilităților 


T 


F(x) 0y: 


3°. Fie sirul de numere 
X1 
y 1 1 
2 Is venu 
* 
4, =U B 


Sau 


eal 


E351) 


NC 7: V 


Tinind seama de faptul că șirul | 


rezultă: 


Tum Ps == La eo) 


n 


66 


lim £ 


^ 


E 


irul er 1 
ie evenimentele. £ 


n jneN* 


de numere reale care tii 


P(B N A8) = P(a < E< b). 

P(B'n (AU B9) = P(B) — P(A) = P(C). 

P(BU D) n AUC) = P(B) — P(A) — P(C) + P(D). 

P((BU D) A9) = P(B) — P(A) + P(D) 

Tinind seama că P(A) = F(a), P(B) = F(b) rezultă de 
aici cele patru egalitáti. 

Observaţie. Din P(E = x) = F(x +0) — F(x), rezultă cá 
putem scrie egalitátile 2° — 4^ şi sub forma 

2' Placa E <b)=F(b) —Fla +0) 

3. P(acE«b) -F(b--0)—F(a +0) 

4, P(u E ) = F(b + 0) — F(a). 

Exemple 


4.8. Se consideră funcția F definită prin relațiile: 


0 dacă ۶ > 
F(x) = f ax? dacă 0 < x > l, a = const. 
1. daca x 1 


Se cere: : ; 
1°. Să se determine constanta a așa încît F să fie funcţie 
de repartiție. 1 

9%. Să se calculeze P(0,35 < ی‎ > 0,5). 

R. Funcţia F este continuă in toate punctele axci reale 
cu excepția punctului x = 1. Tinind seama de definiția 
functiei de repartiție trebuie ca F să fie continuă la stinga 
în orice punct x € R și 0 > F(x) < 1 deci în x = 1 trebuie 
să avem: 


De RO O RU) St 


de unde rezultă: 
Orcus 


Dacă cerem ca F să fie continuă în x = 1 atunci a = 1, 


f(x) = F'(s) = lim EZAN =F 


Avem: 


P(a < Ë <) = F(b) — F(a) 
de unde 
P(0,35 > E « 0,5) = F(0,5) — (0,35) == 012757 
3.9. Sà se determine constantele a şi b astfel incit 
Fix) =a LO arcte x, «cR 
să fie o funcție de repartiție. Să se calculeze P(0 < €< 1). 


X—» + رن‎ X 


AR. Din lim PF(x) = şi lin F(x) = 0 rezultă: 


o0 


; , 7 
lim (a +b arctg x) =a +b =] 
€ وه‎ i 2 
"E IT 
hm (a -+b arctg x) = a —b -= 0 
ویو‎ — o0 2 
s-a luat determinarea — 2 < arcte x < 2. 
9 o Soa 
: ۲ | i 
5e obține a dh m 
2 7 


P(O0 > E > 1( جد‎ (۳0۵0 +0( — 3. 
4 


repartiție este F(x 


۶٩ orn ^1. i 

43.27) F(x) *i f(u)du 

atunci F(x) se numește funcție de repartiție absolut continuă, 

iar & se numește variabilă aleatoare absolut continuă. Funcţia 

f(x) se numește densitate de probabilitate (repartiție), iar 

expresia f(x)dx se numește lege de probabilitate elementară, 
Dacă F are o densitate de probabilitate f, atunci: 


P(x CE < با بو‎ 


= lim سل‎ 
A520 Ax هدرم‎ 


۷ 


Rezultă de aici că: 
(3.28) PS E 


Densitatea de probabilitate 


1°. f(x) > 0 pentru orice x 


2». ۱ ` f(u)da = 1. 
— GO 


2° Pentru orice a < b reali are 


Exemple 


3.10. Se considerá functia: 


=] 


5e Core: 
1°. Să se determine constanta reală a, astiel c 
densitatea de probabilitate a unei variabile aleatoare. 


2°. Sá se determine funcţia de 
8°. Sá se calculeze P ۳ & 


R. Din proprietăţile densităţii de probabilitate deducem 


E. f(x)dx =a ۳ sin x dx — 2a - 


— co J0 


unde d = —e 


90 


P 


HASN. 


Gi 


Pentru x > N, f(x) = 0, deci F(x) = 0. 


arc 


Í a sin x pentru 0 sa 
0 pentru x < 


£z 
MA i 


Fie F funcţia, de repartiție corespunzătoare. Avem: 


sin 4 du = 


Lm] 
* 


urmátoarele proprietáti: 


icul functie 
1 ۰ n. z 


"e y i f este cel din fig. iar al functiei رز‎ 
repartiție corespunzatoare. iJ m S iar al funcției F 


f(u)da. 


1.11. Fie E o variabilă aleatoare a cărei funcție de repars 
(repartitie uniformá) este 


| 0 pentru x < O 
F(xX)-4x pentru 0 > ۶ <1 
۱ 1 pentru x 2 1. 


calculeze densitatea de repartiție a variabilei aleatoare 


1 
Y) 3 in — y 
i d 
^) 7 2 ES ) 1 A ) l zum 3 -3 
R. P(x — XJ —- I In EE 3 = 1 cozi E e | is 
Q 1 


= 1—P(E« e*) 


1 0 pentru x > 0 
E d 
wu [| 1 عمت‎ penrux20 


r | 0 pentrux > 0 
/ = =x RA | 
JAM ee pentrus O 
3.12. [6] Probabilitatea ca o lampă electronică să iasă din 
funcțiune după x ore de funcționare în intervalul (x, x-+-dz) 
este egală cu 0,01 dx, independent de x. O lampă a lucrat 
20 ore. Să se calculeze probabilitatea ca ea să iasă din func. 
țiune în următoarele 10 ore. 
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10 "n ie "rial 7 . 
R. Fie č variabila aleatoare care exprimă durata de 
ur c r 11 A 12 ود‎ 1 fi / D 1 
o a unci lămpi în ore și tie A evenimentul „lampa 
nran pă E r T : ^ 4 Y iam L 1 / 
و ور‎ A pi puțin a e dar B evenimentul „lampa 
ese din funcțiune în intervalul (x, x - dx)". Prin ipoteză 
lese 1 ct X, X AX). Prin ipoteză 
P(B|A) = 001 dx. NN 
Avem: 
P(A)—P(t»x)-—1-P(E-cx)-—1-—Ft(x. 
(B 1 NOAA E امو‎ le Ca E ffl aN ^ 
P(B)-P(x«t-x-dx)-f(x)dx, 


unde am notat prin f densitatea de probabilitate a lui € 


Gv 


PUTA VER Ale TE FE 
P(A) P(A) 1 — F(x 


= 0.01 dx, 


i 


deoarece B c A. Rezultă: 


fix) = 0,01 [1 — F(x)] 91 2 


0 


Ju) du] : 


 Derivind în ambii membri in raport cu x se obține ecuaţia 
diferentialá: dx e. 


l- 0,01 f(x) = 0 
cu solutia f(x) = Re UF y SOE const. 
Din: 
1 ۱ ۱۷ ۱۹۷ - dn 001% dy — k. 100 
8 ) 
rezultă A = 0,01 iar: 
f(x) = 0,01 evets, x > 0, 


Probabilitatea cerutá va fi: 


( 10 30 

i e70,0 x d Y شیب‎ ۱ e ux d Y 
10 

0,01 How MN rk 


NS 


ps 


o Of ۱ ^ à 
(8.80 M,(E) — « 
lar expresia 

1 
(8.91 


14 


/ariabile aleatoare 


de repartiție a variabilei a 


bilă 


ilitate și 


hilei a! are 
34 


valoare medie a variaDileil ۸ ۵ 


a 
|! A 
x ai 1 
s du ۱ | i 
peus ۱ | 


leze valoarea medie; dispersia, coeficientul de 
sul. 


1 (o ( 
1 2 H 1 
1 d4 : xe” dx Y e dass) 
2. Jj 0 
is 4 
D*(& | 2 e GN 4 X 2. 

2.) 

Du ۱1178 s riei repartitiei date rezultă A 0. 


umeste moment centrat 


în a de ordinul 
ره‎ momentul de ordinul 7 al varia- 
bilei aleatoare £—-68, iar momentele | £ 4 | se numesc 
momente absolute centrate în a de ord 


1 4 
ALOATE 


j.14. de F cu derivate în toate 
punctel si pentru 7 dat sá existe 
fè 1 


lim F(x): x* — 0, lim 1 F(x)]: x^ = 0 


inde uila) este momentul de ordinul 5 4- 1 centrat în aj 
A f« T : ` ra eer 
Mi(a) A (x — ay [1 F(x)dw —V — (*— a) F(x)dx. 


Tinind seama, de condiţiile problemei rezultă: 


fo 3. 3, 1 
Mig zu. ec a EUST. L 


dx — uf (a). 
i 4-1 »ل‎ 2 


pb 


Mediana unei variabile aleatoare & este numărul M, 
(sau u(£)) pentru care: 


(3.83) P(í»M)»;«P(«M) 


sau: 
(3.34) F(M,) < = si JU 4 0) z 5 


Din definiție rezultă următoarele proprietăți: 

1°. Dacă î e o variabilă aleatoare cu M(f)em Ss 
D(£) — o, are loc inegalitatea: 
(3.35) | M, inve 1^. 2. 

Inegalitatea lui Cebișev ne dà: 
1 


0 
a 


P(|& —m | 


N 
a 
as 


— 


'Tinind seama de definiția medianei, rezultă; 


<M, > m + oV 2.‏ ۱/2 س وه 


9». Dacă € si n sînt două variabile aleatoare independe 

^ p Lys S SU ~ A 0 
care-au aceeași funcție 1۵ ۵ E și ^ este un număr ۵ 
oarecare, au loc inegalitățile: 


A 1 " Sn plita 
(3.36) LP(E—M,»:s«P($—7 


YV 
Mm 
— 


(3.37) = P(|5—M > e) < P(l5—nl > £) < 


€ 
e JDP i5 3 
< al (ie Ni 2 îi 

PA 


peniru orice e > 0, cu M, mediana variabilei aleatoare E. 
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Variabilele aleatoare fiind ir 
anctie de repartiție avem u(£) 


ri 
À 


iconos e] Se PITE e Te 
M, > €, y, — - M, < 0) pit 


Din (3.94) rezultă Piy- M 


P —1 25)» PE -— M, > e) 


Pentru demonstrati: 1 (Q Gm : ; : 
din (a mstratia lui (3.37), prima inegalitate rezultă 
ili ue * Ă 


36) lefi iti Y P H y |- | 
20) ŞI ) mita med nc On € i [: 

H ۳ tru mega 64 a doua 
ODSservalin Ca! o litat € £ 


P(E UR Mb SS AN ۳/۱۶ ^ 7 
uc | > e) -P(($-—2)—(,—21!2258«! 
D fij O 
1 | و‎ — A t DE ONUS € ^ 2 
| ? 2 :| [d | 1 (ES | PAA E aa RR 
2j 2 i 1 


Din definiţia medianei 1 
„Din initia medianei rezultă că în caz : aq 
Medios em tá cà In cazul unei variabile 


egalitatea: 


tip continuu, mediana este unic determinată 


Aaa — V foods دس‎ 
„fonda ۱ fas = ae 


۷ uu punct de vedere geometric, mediana este abscisa 
punctului prin care trece paralela la axa Oy, care imparte ü 
doua părți egale aria limitată de curba de oa tie pes 

E curba de ecuație y = f(x) 


Exemplu 


. Fie ۶ o variabilă aleatoare 


: al circimdens tote d 
heme cárei densitate de 


| 


۳ 1 
0۱ 


| 


^ 


0c dacă x < 0 sau x> £ 
2. 9 2 
f(x) : 


|sin X dacă O< < 2 


Să se determine mediana lui ۴ 


3 


Eod 
| 
R te de 
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۱ 
[ 
| 
| 
۱ 


SISSIES SS 


| 
| 
| داده 
| 


r 
Nn, 


atunci: 


en 


مب 


0 variabilà a 
Dacă M(E 


inind cà valorile x; 


se 


) Va 


wi 
-r 


| Rio £ 0 


wiabile : 


. Să se arate că 


Să « se ۲ ud 


variabilá 


e aleato 


' sint scrise 


demonstreze cà: 
. M (Eni 


Jar 
leze Di é 


- 37), 


i 


aleatoare discretă 


| z, EAN 3 
bee zJ 3 n 


e indepenc 


în ordine 


deatoarei ۱10001 ide ntes 


lente cu 


care ia 


Si xs cu probabilitatea p. Să se demonstreze cá: 


pst) = | : 


19 


3.8. Probabilitatea de apariţie a unui eveniment A în 
: 3 1 Y 
fiecare probă este E Să se calculeze probabilitatea ca n 
mărul de apariţii al evenimentului A în 150 de experimente 


independente să fie cuprins între 45 și 60. 


(R: M(E) = 50, e = 60—50 = 10, 
X 
Os 


P(j£—50| > 10) > 1— = = 075]. 
h 10? ۱ 


3.9. Fie £ o variabilă aleatoare discretă cu repartitia: 
(08. 04 ۵ ci 
(02 03 04 0, 


Utilizind ine E a lui Cebísev să se estimeze probabili- 


tatea ca | — M(£)| < ۰ 
(R: M(£) — 04 E 0,01, 
P(|E — 0,4 | < 0,2) > 1 0,25 — 0,75 


f(x) == ax*e mo R>U, که لا‎ ۸ > reo. 


Se cere: 
1۶ Să se se determine constanta reală a astfel încît j 
să fie o densitate de repartiti 


2^. Să se calculeze funcția de repartiție corespunzătoare. 


Ş Sase e probabilitatea ca £ să ia valori 


= intervalul 07 E ۱۰ 
kj 


(5: à 
P (o <: 


3.11. Fie £ variabila aleatoare discretă din exemplul 
Să se determine funcţia, de repartiție corespunz ătoare 
se traseze graficul ei. 


„F(x) == ] d 


qt 
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Lp E ۱ هر رب‎ es 0,086]. 
D: k 2e ] 


3.9. 


3.12. Fie £ o variabilă aleatoare a cărei densitate de pro- 


babilitate este: 
2 cos 2x dacă x € |0, T 
4 


JU) و‎ 
| 0 dacă x € (0 ^ ۰ 
| 4 


Li 
Să se calculeze funcția de repartiție corespunzătoare. 
7 1 t 
3.13. [49] Fie F funcţia de repartiție a variabilei aleatoare 
Dacă M(£) există, să se arate că avem: 


lim 1 —F(x)] — 0, ime = 0. 


I) 


اوه 


->to 


3.14. Să se determine valoarea medie şi dispersia variabilei 
&leatoare Ë a cărei densitate de probabilitate este: 


:PARTITII PROBABILISTICE CLASICE 


de ) irm 0 ۱ ol m trei focuri ndente sînt 
jeran ! ( "NV jc OUT LOC 1 indep: n SInt 


trase asupra unei tinte 


e tinta" 


1e A evenimentul 
i tinta) 


^ „di d ȘI a 3) 


n AŞ n لا (و4‎ (4£ ۲۱ A4, Ag 


Cele trei variante sint incompatibile, iar evenimentele 
care lé compun sînt independen zultà: 


analoagă se rezolvă următoarea. problemă 


nimenlu dl. 


Pentru a calcula aceastá sumá vom plec 


(pt 4- a CIphikgn-h 
t0 


pe care o derivám în raport cu £; 


ca. de la eg galitatea 


9 


۱ ۱ pi? D EA 
(*) "EIE I > E fpei 
ال‎ 


De aici pentru / = 1 ţinînd seama cá P dq = 1 obţinem 


he Zu Ita: 
(4.21) M(E) = mp. 


Pentru a calcula dispersia va trel 


oui să calculăm momen- 
tul de ordinul doi a variabilei ; TT 


aleatoare E. 
n 


M(£2) — 5 port ; 
M( سم = لو‎ RA up ig" k 
1 


Din (*) prin înmulțire cu ¢ obtinem: 


npt(pt + gn 2; ^C 2 


egalitate care derivată in raport cu / ne di: 
noli pe 9۳۹ US 04 h2 22d 8 27 
7 1 q) i DIC E Dp "tbt 4 q)" d 5 EX k phqh ign R, 


D T by c 
e aici pentru ۶ = 1 şi $ 4 : lobtinem: 


M(E) = np + n(n — DAS 
Rezultă: 
4.22) E) = M(E? ۳ 
(4.22) D*(£) = M(£?) (M(5)? = npg. 
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SEN 


pi. 


Exemple 
4.1. Doi 


j 
[rue itatea ca oricare din ei să cîştige o rundă este -- |. 


۳4 


parteneri cu forță egală boxează 12 runde 


Sá se calculeze valoarea. medie, dispersia și abaterea, medie 
pătratică a variabilei aleatoare care reprezintă numi ărul de 
runde câștigate de unul din parteneri. 

R. Variabila aleatoare % are repartiția binomială 


3, D(5) = Vă. 


4.2. O urnă contine 30 bile albe si 10 bile negre. Se fac 
200 de extractii din urná punind dupá fiecare extractie bila 
x apoi în urnă. Se cere o margine inferioară pentru probe ibili- 

tatea ca numárul de aparitii a bilei albe în cele 200 de extractii 
să fie cuprins între 100 și 120. 

R. Dacă notăm prin Š var iabili aleatoare care reprezintă 
numărul de apariții ale bilei albe, & are repar titia binomialá. 
Avem Ei o ca NY ci à intr-o exit |actie să obtine m o bilă 


Avem: 


M(E) = 6, D*(5) : 


1 


albă p = - deci q =—. M(E) — 150, D*( (2) aU. 
Se ۳ 3 iE a lui Cebisgev: 
P(100 > و‎ > 120) = 


| č سب‎ = 110 | L< 10) 5 1 EP — == 0,625. 
4.3. La controlul de calitate este controlat un lot de piese. 
Probabilitatea ca luînd la întîmplare o piesă din lot să fie 
lefectá este 0,005. Sînt controlate 100 piese din lot, care sint 
wer pe rînd si repuse fiecare înapoi in lot după ce a fost 
controlată. Se cere: 
Probabilitatea ca între cele 100 piese controlate să 
avem cel mult patru piese defecte, 
2°. Cel mai probabil număr de piese bune. 


IP - بو‎ Ps PEDE (0,005) (0,995j10-7. 


2^. (100 ۰ 0,005 — 0,005] — 99. 


4.4. Un p de 40 elevi audiazá un curs d rim 
La terr ar ăruia, câte 


o inti ۲ 


e dau un examen lá care li se pune 
ebare din materia fiecárui trimestru 

in Me materia predată 
۲ ; 


p e fiecare 


din materia 


pap ic 


a lina la primele Honê 1 1 reb | treia 
t ilitatea ca el | să fie unul dii clevii care cunosc 
rie, 90%, 80%, 6095, 50%, 0% din întreaga 


R. Fie evenimentele A, — cinci elex 
- 10 elevi r cîte 90 (۳/۰ di 
cite 80% din mat Í 
elevi cunosc cîte 509/ 


erit X1 — 
nimic din materia, prec d: 
PIA) 1 P(A») 1 P(A;, = Xe P eu 
: 5 P d * 0 Ue A 
P(A E P(A,) 
(4) ==; P(A) = — 
8 20 
Fie evenimentul X — un elev răspunde bine la două 


întrebări si fals la a treia. Avem: 


P(A/A.) = 0; P(X/A = C2 a | P[X])A,) = 
P(XJA, = € ci SUE. 


S uet PX TA ES 
10 


Vom da în continuare două din cele mai cunoscute 
iri ale schemei binomiale. 


e genes 


5 elevi 
unosc 90% 


id a experimentelor repetate. Pres n ele va 

imente independente, în fiecare din ele un 

> realiza cu probabilitate a pi, 1—143,... 
„cu Qux que atea qj = l — pi. Sá His 


peo ca în cele n experimente eveni- 
ad exact de m ori. 4 d 
Fg la schema binomială avem (4.1), 
und 
الم‎ 
mau H Palpa ... duiPa d 
| Gaga === Qn-mPu-ma Pn: 
وو‎ cu suma. tuturor produ- 
ă de m ori, cu indici dif iti,iar 0 
> DT] C iferiti. 
: ; 5 1 EEE d 
Ob 1 ind produsele a 4 binoame (pa | qi) 
1 
۱ "9 
14 رد‎ (2) TI pa + 49 
nde 2 est n parametru oarecare, Pm, n este 
ii 2 din astă funcție se nume; 
ot 1 n Avem 
SEEMS; m 
(4.5) + qi) 2 " pcs 


4 ۰ IP PR 
că na particulară, a experime ntelor 
din ma generală pentru fı p 
q. În acest caz funcţia generas 
mu 
Pa(7) = (fs + 4) 
sau: 
17 my, T- Yn, Thy 
(2 4 np q ۱ و‎ 
le ila (4.2). 
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i 


În unele experimente practice se cere probabilitatea de- 
realizare a evenimentului A de cel puţin m ori în cele n expe- 
rimente. Notînd cu C, acest eveniment avem: 


* A] ۳ > ici if > 
( m B7 9 JB V ees VU B, 


de unde: 


RICE PE RP EE 


i mın 1 mn T 6 Ti Tis T 
sau: 
^" 
3 s NS ) 
(4.6) I ( m 4 Ld: 
km 


Schema probabilistică descrisă se 


numește schema luf 
Poisson. 


Exemple 


4.5. La un concurs de matematică, 3 candidati prirmesc 
cîte un plic care contine n (n > 3) bilete cu probleme de 
algebră și geometrie. Cele trei plicuri conţin respectiv cîte 
1, 2, 3 subiecte de algebră. Fiind examinati, cei trei candidati 
extrag fiecare cite un bilet din plic. Extragerea fácindu-se la 
intimplare, să se afle. probabilitatea următoarelor evenimente: 


Trei candidati să fie examinati la geometrie. 


۳ 
2". Nici un candidat să nu fie examinat la geometrie. 

3. Cel puţin un candidat să fie examinat la algebră. 
(O.M., etapa judeteand,, 1970) 


R. Se aplică schema lui Poisson. Avem: 


zi AA Ton e 32. - EIT |," سب‎ 
Gal 2 i ce DT = : rx ei. اج و سس‎ RE | == 
n n jln x. "n [ 


- 182? + (Gn? — 22n + 18)z 4 


p^ 
tH- (n 1( (n — 2) (n —3)]. 
P. Termenul liber din polinomul o,(z) va fi 
" (n — 1) (n — 2) (n — 3) 
Po j "PTS lE 
mă 
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۲۱ 


Y 


| 


9*. Coeficientul lui z? din e4(2) este 
6 


Pas 


ge P.—1—P,s 


4.6. [50] Un aparat se compune din 5 elemente ; fiabilis 
tatea (probabilitatea de funcționare fără d m 
interval de timp) elementelor este: f, = O, ; „Pa ge B 
P, = 0,8; وم ;0,85 = وم‎ = 0,91. Dacă nici unul din ous 1 
nu este în pană, probabilitatea as a adi us Y ME 
fără defecţiuni este egală cu 1; dacă unul din cele Tu P 
mente este în pană această probabilitate este 9,7, iar < aci 
două elemente sînt în pană aparatul nu poate funct C Să 
se determine probabilitatea ca aparatul să poată 66۵ 
munca pentru care este destinat, 


R. Facem următoarele ipoteze? 

A, — nici un element nu este în pană; 

A, — un element este în pană. 

Probabilitátile lor vor fi P(4,)=Pos; P(A 

(2) = (Q,1z + 0,9) (0,05z + 0,95) (0,22 + 0,8) (0,52 + 
-- 0,85) (0,092 + 0,91) = 0,530 + 0,3642 + ... 


Ps unde 


le unde: 


^ 


P(A;) = 0,530; P(A.) = 0,364. 


V 


Notind cu 4 evenimentul ,aparatul efectueazá munca 
pentru care este destinat" formula probabilitátii totale ne dà: 


= 0530 - 1 + 0,364 ۰ 0,7 = 0,784. 


TATEM aa e Var, 

Să presupunem că în repartiția binomială (4.2) wm 
np = 2 (const.) Să determinăm în acest caz valorile probabis 
lităților pentru s = oo. 


Obtinem: 
: A (n k 4-1 
lm p. Hm Aor 
A00 fe p” 


Deci, notind cu p, avem: 


(4.7) xe 
$ 
$1 
E = ee =], 
deci ilitățile definite prin (47) sint i 
) at def Le prin (4 4) Int nil ۱ 
repart 
] t lett à prin li ] 
mr > " 
(4.7) 111 €] t1 I de pa 1 
variabila al i 
( 1 4 
| 0 ] 2 ۱ k ۱ 
en | 
i i 
I —) x 3 A" 
1 c A —€ A ei 
۱ | 2] hl J 
se numesti riabil leatoa Poisson 
S | u! ۲ | Y T 1 1 TT 1531 
> ۱ 11 medi S] dispersia variaDi - | 
toari 1 
A 1 | 
1 /( = A À 3 | 
| 
| 
M i 2 b DNA 
1) Rd R)— 
ed 
EL + 1-2 
AR e ^A 
k=1 031 | 
رگ‎ | 


Schema polinomic 
in BEDpO 


ره 
4 


[ia ca 


JA S A A LR "x 
xtractii a cite o bilă, 
la fiecare e extracție urna să aibă aceeași 


în e xtracţiile 


c upata , 8), deci a = (o. = a. 1 
cestul : 
a! : 
(A 1( D/A) im h ?s 
i ) I (Aa) I2 1 LN 1 1 ۰ 
Această probabil se mai notează cu P(n 
Experimentul descris pul 


+ 


sociat, probabilizat după ref ( 
nomiald. Cîmpul probabilizat din. aceaste 
cîmp polinor 110 


Un munc cu probabilitátile 0,99; 
0.07 si 003 respectiv o piesá cu un defect 


odus trei piese. Care 


să fie cel putin 0 


u rebut. Mancor à 
litatea ca între cele trei pies 
cel dua un rebut? 


remediabil $ 
este probabi 
bună și c 
. Pentru 

ială 


= p 


i probabilitáti a 


calcularea a 


«5. a 
T 
BE 


۳ 


| od 1, 1) P(S; 2, 0, 1) 1 PSA O 2) 
3! E : 3! 
5:09:07 - 0,03 (0,9 0,03 


1 2! 09. (0,03)? = 0,0866 
AAVA! ; 


e consideră o urnă cu următoarea, 
tructură: &, bile de culoarea bile de و‎ 05. 
bile “de culoarea c, . Se fac m extractii fara a repune 

extrasá inapol in urnă (experienţa este echiv: vaga cu ext 


gerca a n bile deadată). Fie Aa evenimentul aleator „apariția 
s) bile de culoarea c; in grupul ce lor 


a exact a, (E — 1, ..., 
NN 
S 
k= 


cO D» ; 
SCHEMA bilei nereoenue. 


"Ade a — (a, ..., 0), 0 


۱ 


5 bile 


extrase 


Avem un cîmp de evenimente pe care îl vom probabiliza 
după definiția clasică a probabilității. 
Numărul cazurilor egal posibile de 


realizarea evenimen- 


*5 

tului A, este dat de C2 4 +a. (toate posibilitățile de extrac- 
۰ ۰ 

[fie a z bile din totalul de bile aflate in urnă ۳ Numărul cazu- 
rilor favorabile realizării lui 4, este dat de CC Cê. 
A 121529) 8 
Deci: 

( ^ C E Qu 
N EA SBMS ae a) = شتا‎ ۰ 
C? 


Experimentul descris împreună cu cîmpul de evenimente 
asociat, probabilizat după regula dată, se numește schemă 
hipergeometrică sau schema bilei nerevenite. 

Exemple: 

1.5. O urnă contine 32 bile dintre care 10 bile albe, 
8 negre, 7 roşii si 5 verzi. Se extrag cinci bile din urnă fără 
a repune bila extrasă înapoi. Se cere probabilitatea ca între 
cele 5 bile extrase să avem: 


o bilă rosie și una verde. 


y 


1°. Trei bile albe, 
2 "O0 bilă alba, 


R. Se aplică 


două negre si două roșii. 


schema bilei wc Avem 


C 210 Ci: C 


4.9. Impártim primele douăsprezece numere naturale in 
trei grupe a cite patru numere si înregistrăm fiecare grupă 
us cite un bilet. Dintr-o urnă continind douăsprezece 
bile numerotate de la 1 la 12 
Se cere? 

1°. Probabilitatea ca din șase extrageri patru nu 
să fie conținute pe același bilet, presupunind că bilele extrase 
nu sînt întoarse în urnă. 


se extrage, pe rînd, cîte o bilă. 


mere 


2°. Aceeași probabilitate, presupunind că după fiecare 


extragere bila este reintoarsá în urnă, 
( Conc, mat., etapa judeleană, 1969) 
. Fie A, evenimentul ca din ce T șase numere extrase; 


patru să fie pe biletul cu numărul jo IN) 
atea cerută va fi: 


P(A i UA 9 UA s) 


„Deci probabis 


P(A) + P(A») + P(A) 
evenimentele A; fiind incompatibile (pe fiecare bilet sint 
numere diferite). Avem P(A,) P(A») P(A3) deoarece 
numerele se scriu la întîmplare pe bilete. 


l^. Se aplică schema bilei nerevenite: 


Cá (C 4 G3 ; o 
P(A) OP سے‎ — Şi P(A,U Æ U As) 3 وت‎ 
C12 C12 C13 


2°. Se aplică schema lui Bernoulli. 


| 2 ۱ - 4 ۱ ] 4 ۶ اه‎ pă | ۸ ۱ Q (74 ۲1 ۱ 2 ۶ 
| P(A) = Ce | eI P(A, U A, U Ag) 3Cslz] (ze 
112 12 3 8 


| 4.10. Pentru controlul de calitate al unui lot de N piese 
se extrag deodată n piese (n < N). Știind că în lot p m 6 
piese rebut si b piese bune (a + b = N) să se scrie tabloul 
de distribuţie a variabilei aleatoare care reprezintă Ara 

| de piese rebut dintre cele n extrase. Să se calculeze valoarea 
medie și dispersia acestei variabile, 


R. Variabila aleatorie 


cu probabilitățile: 


poate lua valorile 0, 1,..., & 


n-k 
| pe — n) = E 
| CN 
| d C1 
y^ 
E: „RO, 1, ..., 
X 


Avem: 


Vr (v) ۲ [0-3 (n 
Mi >) 7 a 1€ b 
C 
Dar 
m 
NR n-1 | í 1 
ER a Fori ۷ --1 
spa 


aar: 


سک 
d‏ 
NN 7 f‏ 
ala — 1) 2 ,C$-$t HE = 1y«‏ 
s NT 1—2 Vb j +b 5 Í‏ 


۱ 
| 
| 
| 
! 


varia 


1 
; 1 
ct » m 
1 este k + — 
3 


o variabilă alc 


Din ca 


۲/111 de de 
i iabile 


bi dacă are repartiție u 


bila aleatoare £ £ a cărei fui 


[ie de repartiție 


fe] că toa 


rr ^ à Q 113 ^ yro31teTo ۳ ۱ 
| grame. Spunem că greutatea obicc- 


crane A درآ‎ - nA Ar ۳ 11 e 
grame. Admitem că eroarea comisă & 


cu o densitate u 


/A 


numeşte uniformă pe 


b 


a simetriei me, mediana lui E 


1 8 
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4| "n EET ST F » 3 
i 
Fig. 4.1 
Avem 
2 1 r5 ۱ 
M(E) =- ۱ xdx d 
: b — a Ja ki 
ی‎ 1 [5 a 52 (b — aj 
D? 2 em s a جس‎ — dx T ; "C E 
(5) b — 4 Ja 2 M pa 


Din cauza simetriei, coeficientul de asimetrie este nul. 


C 
1 (^ Dhu  ghnu 
Mj(E) = akdar E E 
eSa 1 ۳ x 5 
b — à Ja (b — a) (k + 1) 

re 1 (5 f a --b4 (b — ah 
woo | je drm — 

D — a Ja P 5 


lar excesul va fi 


Sá calculăm acum probabilitatea P(e < E< p unde 
variabila, aleatoare Ë este repartizată uniform în [a, 5] și («,8) C 
cla, b]. Din punct de vedere geometric această probabilits ate 
este egală cu aria haguratá din fig. 4.2. Este evident că: 
Loeb 


(4.16) al 


Pla < § < 8) = 


adică probabilitatea cerută este egală cu raportul dintre lun- 


gimile celor două intervale. 


96 


0 
F(x) = Fe (2 Vi - yz dacă Ža? > # < Tb 
Y 7 4 4 


dente repartizate و‎ d în [0, 1] să se determine densitatea 


fla) 


EA 
4-0 
1 -— -— o i 
0 b X 
Fig. 4.2 
Exemple 


4.11. Se másoará diametrul unui cerc si se obtin diverse 
rezultate care sint interpretate ca valori ale unei variabile 
E &. Să se determine das ariei cercului stiind 

E are o repartiție uniformă în intervalul (a, b) de lungime 1. 


R. Avem 
| | 1 
d eed 


daca U < <0 


10 Calc x 5. 


£2 S uu ۳ S 
- rezultă. £ = 2 ; 


dacă x > — g? 
4 


| Din aria cercului S — deci 


to 


1 dacă 3 0۶ > x, 0 > <b, 


| 4.12. Dacă و‎ şi m sint două variabile aleatoare indepens 


de repartiție a variabilei aleatoare پا‎ = m 
u 
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— Introducere în teoria probabilităților 


de 


[1 dacă x € [0, 1] 
10 dacă x e [0, 1], 


"n uu ; ^ (1 I i 
fela) - ۱ [u | feu)f (uu x)dai ۱ af: (ux)da ۱ if du 
Ei Jo " 7 0 ۶ ًل‎ 

unde : 
| S 2 
dacà 0 1 1 
9 


dente uniforme pe TO, 1] să se 


4.15. Daca E, sint مر‎ variabile aleatoare indepen- 


arate că variabila aleatoare 


$5 £, are densitatea de repartiție? 


1 
0, dacă % <50 
1 rn Ci ۱ 1 í 1۱9۱9۳011 ] 1 
(n) : X Qni J "Un čj 
۱ (1 1)! 
dacă: > 4 u [Ík 1 n 
0, dacá « X 


R. Vom rationa prin 
۲ رو تا‎ E E 


[ à dacă x < 0 
E | 2 dacă © < a 1 
me z 2(x —1),:dacá d <a? 
| 0, dacă x 2 


Pentru ریا‎ se observă cá jt, este nulă in afara segmen4 
tului [0, x], iar pe acest segment: 
L 


e fe, و‎ (dt. 
S» ` 


Legea normală. Legea de repartiție normalá este o lege 
limită întîlnita. frecvent în aplicaţii practice. 
Se poate arăta cá suma unui număr suficient de mare de 
bi independente urmînd: o lege oarecare; 
ru suficient de puține restricţii, tinde aproximativ către 


ege normală. 


€ 


bile aleatoar 


Se numește funcție de repartiție normală 
à prin Pà- ; m, o’) funcția de repartiție definită prin 
nsitatea de probabilitate: 


(x— m)? 


(4.17) JG my ety um. 200 


numite parametrii repartitiei. 
f(x; m; c?) este cel din fig. 4.3. 
partiție este: 


1 


xraficul densității 


die: re; 


(u — my 
Boa! 


due 
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e 


E deem : a stu 40 — 0 : 
Facem schimbarea de variabilă ——— — f: se obtine 
O 
z —m za 
7 | (^c 
(419) Oi m A) = | e *d 01]. 
V 27 مدل‎ 


Integrala (4.19) nu poate fi exprimată prin funcţii elemen« 
tare, dar poate fi calculată cu ajutorul funcţiilor speciale. 
Pentru astfel de funcţii, des intilnite în practică, s-au intoc- 
mit tabele. Din (4.19) se vede că este suficient să cunoastem 
valorile numerice ale funcţiei ۰)ظ‎ ; 0, 1) pentru a deduce 
valorile numerice ale funcției 0۰: m, 02). 


Vom nota prin (b*(x) TA 
: y 2x js 
Variabila aleatoare č se numește normală N(m, c?) dacă 
are functia de repartiție b(: ; m, c?). Pentru & vom calcula 
caracteristicile numerice esențiale: valoarea medie, dispersia 
și momentele centrate: 
M(E) ۱ 


Xf ni, 05) dx 


Fücind schimbarea de variabilă 


se obține: 


Se, observă ușor cá prima integrală este nulă, iar cea de 


a doua este integrala Euler — Poisson. 
TUA 2 rd 
۱ e” di 21 ei des Vos 
J-a J0 
Rezultă: 
(4.20) —M(£) =m, 


deci parametrul m este tocmai valoarea medie a lui ۶ 


2d. 1 +0 رس‎ ete 
DE) (x—mye 20: dx, 
| oy 2x — 0 
= E ani OX o— M : 
Cu aceeași schimbare de variabilă ———7—- = se obține: 


o 2 


1 ma 


D Ld TR 1 E 2 3 1 
D*(£) — e | e-? a] 
~ هل وه‎ 4 


de unde: 


(4.21) D*(£) = o. 


Formula (4.17) ne arată că centrul de dispersie m este 
centrul de simetrie al repartitiei. Dacă (x — m) îşi schimbă 
semnul, expresia (4.17) rămîne neschimbată. Dacă m își 
schimbă valoarea, curba de densitate se deplasează de-a 
lungul axei Ox fără a-și schimba forma (fig. 4.4). Deci m 
caracterizează poziția repartitiei pe axa Ox. Parametrul a 
caracterizează forma curbei de densitate. Ordonata maximă 
a curbei este invers proporțională cu o. Pentru m = 0 si 
0, << Ga >> وه‎ (fig. 4.5) ne arată forma curbei de densitate. 

În multe aplicații pentru caracterizarea dispersiei legii 
normale se utilizează măsura de precizie care este mărimea: 
(4.22) 


kad hai | 


Momentul centrat de ordin k va fi 


[nb co 
(a, = ۱ (x — m)sf(x ; n, (2 


1 (+o | er 
r= d "(x ime . 39 da 


ci^ 2n مه[‎ Vx 


Întegrînd prin părți avem: 


Sure V qe 9 i 9 


"n | — co ۳ 


7/5 14-06 b too ۰ 
T / (cy £x i 1 e-? f| | h 3 1 17? اي‎ 


aya 

| de uude 

| (4.23) = (& — Ijo ura 

| Din această formulă de recurenţă obținem 

up m (E — 1)‏ وم ;15295 = ug‏ ,365 .— هل ,0°.= ول 

unde s-a notat prin (k— 1) produsul tuturor 
impare de la 1 la سب‎ 1, 
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11.9 
)ilo 


numerelog 


Asimetria este: 


Excesul: 


:0— 9ب شا مت E‏ 
ot‏ 


Sá calouliim 1 in continuare probabilitatea 
Plai > & > Dy — Fb) سب‎ F(a) 
u pis este repartiția lui £. Tinind seama de (4.19) rezultà 
(fig 
(4.29: > > 9( = @* f E a pe F 
i [vj [^] 
De exemplu, avem: 
P(m < 5< m + o) = o*(I) — 0*(0) = 0,8413.— 
— 0/5000 بح‎ 0,341 
Pmt o s E< m+ 25) = o*(2) — 0*(1) 22 0,136 
Pmt 2e < & <m+ 3e) = b*(3) — $*(2) ~ 0,012 
P(m + 3o < > m H 4e) = 0*(4) — 0*(3) e 0,001. 
unde valorile lui $*(/) sînt date în tabelul 2. 
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0,00 
0,01 
0,03 
0,08 
6,04 
0,05 
0,06 
0,07 
0,08 
0,09 


0,11 
0,12 
0,18 
0,14 
0,15 
0,16 
| 0,17 
| 0,18 
| 0,19 


| 
| 

| 0,20 
| 0,21 
1 0,22 
| 
۱ 
1 


0,23 


0,24 
0,25 


| 0,26 


97 


1 0,27 


| 0,98 


i 0,29 
| 0 
| 0,31 
| 0,32 
| 038 
0,34 
0,35 
0,36 
0,37 
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0,10 


pene cartiere a 


e* (v) 


—GEY + 


0,5000 
0,5040 
0,5080 
0,5120 
0,5160 
0,5199 
0,5239 
0,5279 
0,531 ) 
0t Res 
0,5398 
0,5 3498 
0,5478 
06,5517 
0,5557 
0,5596 
0,5636 
0,5675 
0,5714 
0,5758 
0,5798 
0,5832 
0,5871 
0,5910 
0, 5948 
0,5987 
0:60 26 
0,6064 
0,6103 
0,6141 
0,6179 
0,6217 
0,6255 
0,6293 
0,6331 
0,6368 
0,6406 
0,6443 


TABELUL 


2 Q*() 


g% Qp*(a 
0,98 

0,39 | 

0,46 | 

0,41 | 

0,42 

0,43 | 

0,44 | 0,6700 
0,45 | 0,0786 
0,46 | ( 
0,47 | 0,6808 
0,48 | 0,6844 
0,49 | 0,6879 
0,50 | 0,6915 
0,51 | 0,6950 
0,52 | 0,6985 
0;53 | 

0,54 | 

0,55 | 0, 7088 
0,56 | 0,7128 
0,57 | 7 
0,58 | 0,7190 
055921 0 1294 
0,60 | 


Û, 7881 
0,7910 
0,7939 
0,7967 


0,8033 
0,8051 
0,8078 
0 ,9106 


0 ,8389 


0,841 3 
0,8437 
0,8461 
0,8485 
0,8508 
0,8531 
0,8554 
0,8577 
0,8599 
0,8621 
0,8643 
0,8665 
0,8686 
0,8708 


UO 


2 | p*(a) 


| 

| 0,8729 

| 0,8749 

| 0,8849 
25 | 0,8944 
,90 | 0,9082 


C» C 
Ct 


| 0,9110 
0| 09192 
0.9965 


Me 
n 


1 Ox 


0 0,97 14 
0,9712 
0,9821 
0,9861 
0,9893 
0,9918 
0,9938 
0,9953 
0,9965 
0,9974 
0,9981 
0,9986 
0,9990 
0, 9993 


39 i 
„60 0,9452 
„65 | 0,9505 
00 | 0,9554 
„75 | 0,9599 
,80 | 0,9641 
85 | 0,9678 
90 | 
95 

00 


1.0000 


Se observá cá suma celor trei valori: 
0,34; 0,14: 0,02 


(au o precizie de 1%) este egală cu 0,5 ceea ce arată că pentru 
repartiția normală a unei variabile aleatoare, dispersia se 
limite: ază la intervalul m -+ 3c, ceea ce permite ca. dati fiind 
m $i c? sá se poată indica intervalul în care variabila aleatoare 
ia b valorile posibile cu o probabilitate mare sau practic 
ia toate valorile posibile. Această metodă de estimatie se 
numește în statistică „legea celor trei sigma" (vezi și $3.2), 
În aplicaţii, repartitiile binomialá si Poisson se asimilează 
unei repartitii normale N(0, 1) dacă pentru repartiția bino- 
mială 4 > 50 și np > 18 și se ia ca variabilă aleatoare 
E 0,51 


variabila normală 


Np ۰ ۰ m ^ 

asimmptotic normală N (0; 1),‏ -— سس 

V npg 

iar pentru repartiția Poisson, dacă à > 18, variabila alea- 
, E ا‎ 0,5 — A 

toare este în acest caz — و سس‎ 


Exemple 

1.14. [50] La un atelier se fabrică bile cu un diametru de 
0,8 cm. Defectele de fabricație dau o eroare a diametrului 
repartizată m o lege nor mală m = 0 (nu avem erori siste- 
matice) si o = 0,001 cm. La control sînt date ca rebuturi 
toate bilele care trec printr-un inel de diametru de 0,798 cm 
și cele care nu pot trece printr-un inel de diametru de 0,802 cm. 
Să se determine probabilitatea ca o bilă luată la întîmplare 
să fie refuzată 

R. Fie evenimentul A — bila este refuzată, Atunci 

A AU Aa 


unde A, este evenimentul ce corespunde cazului cind diame- 
trul d > 0, 798, iar A, pentru d > 0,802. Vom calcula: 


P(A*) = P(0,798 < d < 0,802) = P(|d — mal < 0,002) 
unde ma = 0,8 diametrul normal. Avem: 
P(A*) = 29* ran )- —12:20*2) — 12 
۰ 0,001 
2- 0,9772 — 1 œ 0,954 
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deci 
P(A) œ 1 — 0,954 — 0,046. 


4.15. 500 de aparate de tipul A și 1000 de aparate de; 


tipul B cu aceeași destinaţie sînt în serviciu. Ele trebuie 
reparate după exploatare cu probabilitățile 0,3 respectiv 0,4. 
Se cere să se determine: 

1°. probabilitatea, ca numărul de aparate ce trebuie repa- 
rate să fie cuprins între 250 si 350. 

2°. numărul de reparaţii n, ce trebuie efectuate în atelier 
pentru ca probabilitatea p a numárului de aparate in repa- 
ratie să fie 0,90. 

R. 1°. Fie evenimentul Æ — aparatul trebuie reparat. 
Numărul de apariții a evenimentului A este o variabilă 
aleatoare repartizată. normal cu: 


M(£) = 500 - 0,3 + 1000- 0,4 — 550, 
DAE) — 500 0,3 0,7 + 1000-0,4- 0,6 = 345 


P(230 > & < 330) د‎ P(250 > & > 350) = 


= | و‎ — 300 | > 501 = 20 | 2 zi 
V 34: 


2°. P(E < n) = 0,90 = ۴ | PU 


Din tabele avem *(1,27) c« 0,90 deci 


n — 300. E gi 
v ees 27 de unde rezultă. miau 322. 
/ 4 


Mediana unei variabile aleatoare repartizată normal, este 
numărul egal cu jumătate din lungimea umui interval dle pe 
axa absciselor simetric în raport cu punctul # și care este 
baza. figurii de arie egală cu jumătate dim aria mărginită 
de axa Ox şi curba de repartiție (fig. 4.7). 

Dacă £ este o variabilă aleatoare repartizată normal, din 


definiţie rezultă că: 


Eo Pó6—m-|«Mj-—-; 
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Wy mot) 


deci: 


P(|t m TUE 


e 


Din (4.23), tinind seama de simetria domeniului in raport 
cu centrul de dispersie rezultă: 


(4 261 P(E m | M.) 9 dp | M, | i | i 


de unde: 


jar din tabete rezultàá: 


4 97A Me CODES AUTRE 
(4.27) -£ == 0,674, M 0,674 c. 
c d 
Deci cunoscind c putem determina imediat valoareg 
medianet, 
„Dacă pentru caracterizarea dispersiei utilizăm medianas 
densitatea de probabilitate a vepartitiei normale se series 


/ 


e (x 19 / 
(A 39 xx — ۳ 
(4.28) J(x; m, o9) — ME dM y 
unde M, = e V Zo. 5 


Repartiția lognormală. Spunem că variabila aleatoare 5 
urmează o repartiție lognormală dacă densitatea, sa de pro- 


babilitate este 


(In x — 3 
ei ۱ A 


e‏ ; س 
ox VY 2r‏ 


(4.29) ft) = 


cu a si o valoarea medie, respectiv dispersia logaritmului 
۱1 ۰ 
Dacá considerám variabila aleatoare 
S 
q= — (In $— a), 
[e] 


ea. este repartizată N (0, 1). 
Avem: 


Unz - - - ay 
1 (ع)‎ = ۳ jide —-——( ه‎ FF de. 


oy 2r Jo 


13 x— a 


Dacă se face schimbarea de variabilă —— — = u rezultă 
o 
at 
( A a d 
(4.30) ME eer as 
(4.31) D*(£) = ۱ (x — M(E)? f(x)dx = eet? | 1j. 
J0 


Importanța, acestei repartitii constă în următoarele: 

1 Daca x = 0 ja), = 0O, ceea ce este € pitt iai în cazul 
variabilei e timp; repartiția normată nu are aceasta 
proprietate. 

99, Dacă Ép .., E, sint variabile aleatoare lognormale 
îndependente, produsul ...وی‎ & este o vi aiabilă aleatoare 
و[‎ Într-adevăr, dacă & este log a eri A atunci ln & 
este normalá si acest rezultat decurge din proprietatea de 
aditivitate a variabilelor aleatoare independe nte. 

Repartiția exponențială negativă. Definiţie. Spunem că 
variabila aleatoare £ urmează o repartiție ex «ponențială 
negativă dacă are densitatea de probabilitate; 


(432) — f() =m, 130, 0 > x < too. 
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Avem: 
| —e-" dacă x 0 

0 dacă x < 0 
Exemplu 


4.16. [7]. Densitatea de repartitiea vieţii unei lămpi dintr- 
un aparat de radio cu 6 lămpi este »e- V, £ >0, dat inani si 
S E: Să se determine probabilitatea ca în mai putin de 


6 ani nici o lampă să nu fie schimbată, 

R. Vieţile medii ale lămpilor sint considerate evenimente 
inde pende nte. Probabilitatea ca viața medie a unei lämpi să 
fie mai mare de 6 ani este 


PE ۱/۵۲ ۱۳03 3955 0,0294; 


iar probabilitatea cáutatá va fi 
P = ام‎ — (0,0224)5 


EXERCITII SI PROBLEME 


Un dispozitiv se compune din trei elemente care 
lucrează. independent. Probabilitatea de a se defecta intr« 

probă a fiecărui element este 0,2. Să se scrie repartiția 
variabilei aleatoare č care reprezintă numărul de elemente 
care se pot defecta într-o probă. R: (& este de tip Bernoulli 


4 


si ia valorile O, I, 2, 3) 


4.2, La un examen profesorul pune întrebări suplimen- 
are. Probabilitatea ca un student să răspundă la oricare din 
intrebari este p = - 0,95. Profesorul întrerupe examenul dacă 
studentul nu dă răspunsul exact la o întrebare. Se cere: 
. 1°. Să se scrie repartiţia variabilei aleatoare & care repre- 
zintă numărul de întrebări suplimentare puse de profesor 
studentului. 
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9°, Să se determine numărul cel mai probabil, x, de 


N 


intrebári suplimentare date. 
Ls a E 
(0,95) ^7* * 0,0: 


plare. Probabilita 
tipárit necorespunzáto 
bilitatea ca. tirajul să cont 
zătoare tipărite. 


nă exact c 


; Ae os „805 سم‎ 
(x: A = np = 30; Poo) = z 


4.4. O fabrică trimite la un depozit €00 
bilitatea ca un articol să se deterioreze In tim} 
tului este 0,003. Să se afle probabilitatea ca în t 
portului să se deterioreze: DE IRE 1 

1°. exact 5 articole; 2” mai puțin de 5 articole, 

3°. mai mult de 5 articole; 4 cel puţin un arti 


(E: 1°. A = np = 600 ° 0,003 = 18; e005) 


9. Pooo(0) | Peo 9 T Po9(2) i I € 


* M mes v afha ai 
4.5. O urnă contine 12 bile dintre care 4 roșii, 3 albe si 
5 negre. Se extrag două bile. Sá se determine probabilitatea 
e e S "ace să : ۰ 
cà intre cele douá bile extrase sà avem: 
1° o bilă roşie și una neagră; 
29 ambele bile să fie aibe; 2 En 
3° să avem o bilă roșie si una albă sau o bilă albá si una 


neagră. 
Ec GEL dq, cuci 
Roy. 129€. — ne o a 
C12 C12 C13 C42 J 


4.6. impártim primele douăsprezece numere naturale în 
trei grupe a cite patru numere, Și înregistrăm fiecare grupă 
pe cîte un bilet. Dintr-o urnă conținînd douăsprezece bile 
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| 
| 
| 
| 


numerotate de la 1 la 12, se extrage, pe rînd, cîte o bilă. 
SE cere: 

I^. Probabilitatea ca din șase extrageri patru numere să 
tie continute pe același bilet, presupunind că bilele extrase 
nu sînt întoarse în urnă, 

2°. Probabilitatea de a obţine cele patru numere ale unui 
bilet din șase extrageri, presupunind că după fiecare extra- 
gere bila este reîntoarsă în urnă. 


(0. M., etapa jud., 1969) 


( d. sli [932 
1+ را‎ np ci | 5) [ 8 
۱ Cio 3 3 [ 


4.7. O urnă contine 2 bile albe si 4 negre. Două persoane 
scot pe rînd bile. De fiecare dată bila este repusă înapoi în 
urnă. Operatia încetează la apariţia unei bile albe. Sá se 
calculeze probabilitatea ca unul din participanţi să extragă 
primul o bilă albă dacă o bilă nu este scoasă de mai mult 


de 24 ori. 
Lus Pi : L Api ۳ zh EYI 


4.8. [8]. Intr-o urnă sint 20 de bile albe si 2 bile negre. 
Se scot n bile. Care este valoarea minimă x, a lui z, pentru 
ca probabilitatea ca între bilele extrase să fie cel putin o 


bilă neagră, să fie mai mare ca 


2 
EONS C EE 1 
۳ DP-—1—-—,din—-2-« 

C 25 Ca 2 


sA 43 9295 e 
rezultă x, z F decr rese 
A 4 


4.9. [8] De cite ori trebuie să se arunce un zar pentru a 
avea fata şase cel putin odată, cu o probabilitate mai mare 
decît 0,7; mai mare decît 0,8 sau mai mare decît 0,9? 


m— m. În 2 


gov‏ و — ره 
în 1,2 3 In 1,2 "o que‏ 
Uu t3)‏ و 


4.10. [18]. Valoarea unei diviziuni de pe scala unui amper- 
metru este de 0,1 amperi. Indicatia aparatului de másurá se 
rotunjeste pînă la prima diviziune întreagă. Să se determine 
probabilitatea ca la cetire sá se comitá o eroare mai mare 
de 0,02 A. 

(R. Eroarea de rotunjire se poate considera ca fiind o 
variabilă aleatoare £ cu repartiția uniformă pe un interval 
format de două diviziuni întregi consecutive). Deci 


f) = — 10; P = (0,02 > £ > 0,08) = p rs -06( 


0,02 


4.11. Să se determine valoarea medie si dispersia unei 
variabile aleatoare É repartizată uniform în intervalul (2 — /, 
2 + 1). Să se traseze curba de repartiție, 


$ A e 
|R. M(£) 22, D*£) = E 


4.12. [18]. Diametrul unui cerc variază în intervalul 
(a, b). Considerînd diametrul ca o variabilă aleatoare £ 
uniform repartizată in (a, b) să se determine valoarea medie 
si dispersia suprafetei cercului. 


RE YIN nla? + b? + al 
Re ۷ = — M( 9) = eN HEP Mu ۰ 
d 4 : 12 
DE) = — (b — a)? (402 + 7ab + 4a?) 


4.13. Valoarea medie şi dispersia unei variabile aleatoare 
£ repartizată normal sînt respectiv 14 și 9. Să se determine 
probabilitatea. ca în urma unei probe, £ să ia o valoare in 
intervalul (17, 20). 


fa — m) ;‏ بو E - > a [bD — m?‏ زا 
Paste | 2 | cH II deci‏ :۳ 


o 


PUT > &£ < 20) = 0*(2) — @*)1( = 0,4772 — 031 8.) 


M(E) = 7 şi D(5) = 9. Sá se determine intervalul în care £ 
ia valori cu o probabilitate p — 0,9973. 
(R: (m — 3o, m + 35) = ( — 2, 16) 


4.14. Variabila, aleatoare £ este repartizată norma! cu 
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4.15. Să se demonstreze că dacă variabila aleatoare č 


Mo 
1 e~e a) e”, 
4.16. Sá se determine valoarea medie și dispersia unci 


variabile aleatoare £ care are o repartiție exponențială 
negativă, 


Capitolul V 


SISTEME DE VARIABILE ALEATOARE. 
SIRURI DE VARIABILE ALEATOARE. CONVERGENTA 


Petona Ch variabile aleatoare definite pe o — cime 
pul de probabilitate T, PSU ZA a 

Definitie. Sistemul (Ep ., 5) se numește variabilă 
aleatoare n — dimensională sau vector aleator cu n dimen- 
siuni. 

Exemple. V. Punctul de explozie al unui obuz la distanță 
este determinat printr-un ansamblu de trei variabile alca- 
TOATE. 

9 Ta tir, ansamblul de n atingeri a punctelor care ating 


tinta în plan, poate fi considerat ca un sistem de 27 variabile 
aleatoare. 

În general putem interpreta variabilele aleatoare n — di- 
mensionale ca puncte aleatorii într-un spaţiu euclidian cu # 
dimensiuni. Pe lingă această imagine se utilizează pentru 
interpretarea geometrică a unui sistem de n variabile alea- 
toare un vector aleator în spaţiul euclidian cu 7 dimensiuni. 


5.1. Sisteme de două variabile aleatoare, Bie با‎ (6-7) 
o variabilà aleatoare cu 2 dimensiuni. 

De ie. Funcţia F(x, 9) = P(1o: &(9) > 
cu (x, y) € R?, se numește functie de repar 
aleatoare €. 
interpretînd sistemul (é, n) ca un punct aleator, funcția 
de repartiție. F(x, y) nu este altceva decît probabilitatea, ca 
ul aleator (E, 4) să se găsească în pătratul infinit cu 
1 


a mo) > yy) 
ie a variabilei 


) 
punct ] 
virful în punctul (x, y) din fig. 5.1. Notind cu Fz(x) si F;() 


funcțiile de repar $ 


title ale variabilelor aleatoare $ Şi %, în 
aceeași interpretare F(x) reprezin tă probabilitatea ca punc- 
tul aleator să se afle în semiplanul limitat de dreapta para- 
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lelá c ` tre -i n 
lela o Oy ce trece prin punctul de abscisă x, la dreapta 
x ptei, jar F,(y) reprezintă probabilitatea ca punctul 
aleator să se găsească in semiplanul situat sub dreapta par 
v ; : i-e 3 i : SU 1 را باب‎ Nro rd 
lelă cu Ox, ce trece prin punctul de ordonată, y 

Vom. da. cîteva: proprietăţi anal a 

om: aa. citeva propiletati analoage celor date ] 
mT i propt us maloage celor date pentru 
1۸6۲1118 de repartiție unidimensionale : 
F este nedescréscátoare în raport cu fiecare argu- 
X t st D: 


F este continuă la stînga în raport cu fiecare argu- 


ment; 


9". F(x; — =P f. 
A E mv Fy E e Aaa 
4. Fix, e (9); FG eo, y) = Fa (9); 

5. F(+ œ, -+ eo) — T. 

În continuare vom nota simbolic (£, ») € D evenimentul 
„punctul aleator (£, n) se găsește în domeniul D". Ptobabili- 
tatea acestui eveniment se exprimă simplu dacă D este un 
dreptunghi ale cărui laturi sînt paralele cu axele de coord. 
nate. Fie dreptunghiul D de virfuri A(a, c); B(b, c); C(b, d); 
D(a, d). În acest caz evenimentul (€, y} c D este echivalent 
cu {a > £ > 9( & «n > d], deci Ma S 


(5.1) P(E, n) € D) — FO, d). — Fe, 4) — FU c). + Fle. c). 
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Dacă există o funcție reală f definită și integrabilă pe R? 
asa încât: 


5 7 
F(x, y) = ۱ | „ Fu, v)d« dv 
atunci f se numește densitate de probabilitate (repartiție) a 
variabilei aleatoare cu 2 dimensiuni C. 

Fie E, ņ două variabile aleatoare de tip continuu și (£, v) 
interpretat ca un punct aleator în plan. Fie RA dreptunghiul 
de laturi Dx și Ay, Avem: 

P((£ y) C RA) = F(x Ax, y + Ay)—F(x + Ax, 
— F(x, y + ^y) + F(x, y). 

Avem: 

jap PED E Ra) FN, 
AO Ax Ay oxy 


Notăm această derivată prin f(x, y): 
تج‎ y) 
04 Oy 


ca fiind tocmai densitatea de probabilitate a variabilei 
aleatoare C. 
Avem: 


& OY fl 2 
(5.2) JAN, y) = 


, 


(5.3) P((& «c D): M f(x, y)dxdy. 
JJD 
Densitatea de repartiție a lui t este nenegativi, iar: 


f 
a Q 


E xemple 

5.1. Fie variabila aleatoare یا‎ = (č, v) cu را‎ m variabile 
aleatoare independente, a cărei densitate de probabilitate 
es 


f(x, y) 


V 


۱ zx 7 X 


se determine: 
1°. Funcţia de repartiție corespunzătoare, 


2. THUS. n) C D), unde D este pătratul construit pe 
segmentele [0, 1], [0, 1]. 


do us. 
F(x, y) ۷ V V AOT 
702 موب ل ل‎ (14 2 


ua lis 1 F du y 1 
n? ەل‎ 1 Hu? jus prie 


1 11 ۳ 
وه مه‎ » P 8 2 psg "Clo " 1 
[= arctg x د‎ JG arctg y + A 


99. P((£, 1) c D) at 21 du dv E 1 
o t |- v?) 


5.2.[50] Supr afata de repartiție a unui sistem de varia- 
bile aleatoare (5, n) este un con circular drept, cu baza un 
cerc de rază R și cu centrul în originea, sistemului de coordo- 
nate. Să se determine: 

1°. Densitatea de probabilitate a sistemului: 

cy Jy ahili- ۶ ~ A 

2". Probabilitatea ca un punct aleator să se păsească 
Me 1$ E ۰ 7 n. i em Moy 
în îmteriorul unui cerc de rază a, a < R (fig. 5.2) 


9.44]. 


Fig. 5.2 
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| Fie sistemul.de variabile aleatoare (£, 7) a cărui densitate 


de probabilitate este f(x, y) şi fie C, = £- n şi وه‎ = E + 1 
Să se determine densitatea de probabilitate a lui C, si Ca 
4 $ 
Ne vom fixa o valoare a lui z si vom construi in planul 
xOy curba, de ecuaţie xy — z (hiperbola care are ca asimptote 
axele de coordonate). Domeniul D este cel hagurat din fig. 5.4. 
Functia de repartitie à lui Z, se scrie: 
deci) e ۱ f(x, y)dxdy.za 
JJ3 
E ege 0 ied (^ ۵۵ ۵ 9 
S EE = | | f(x, y)dxdy us | fx, 4 
SD 07 P 0 jx JOJ w ` 
R. 1*. Expresia di nsitàtii de probabilitate in interiorul Derivind această expresie în raport cu z obținem: 
cercului (C) este (fig. 5.3), notînd cu / înălțimea conului; à j : 
2 VM E (51 (f z 
8 e ATE e (4.42) falk) = = علا ا‎ +۱ = f[x, | بو‎ 
T; V) R R WA y á Jen X | x JO #۷ J i w 7 


Alegem pe J asa încît volumul copufui să fie egal cu unitatea? 


í 3 
H 9 
rR 
deci? 
fU Ww —UR— 3024 y*) 
n4 : 
HRPE vc o W f(x, y)dxdv. 
»^ ; JC 3 E 
'(recind în coordonate polare x =r sin Û, y =r cos 9 
P((E, n) c C) = dw rr 0 
FOR DEN Jo Jo 


2 = اش‎ ) — rdar =3 
= R? Jo 


= E 118 Fig. 5.4 
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Pentru determinarea densității de probabilitate a lui وب‎ 
vom trasa în planul xOy dreapta de ecuaţie x 4 
(üg. 5.5). Domeniul D este cel hasurat. Avem 


T E. 


(5.4) Fele) —W fto »)dxdy (f (e, axă 


470 J 


ie ( A [| $ JS »)ày dx. 


Derivind aceastá expresie in raport cu z (care figure: 


á a integralei a doua) obtinem: 


fe) a z — y)dy 


Din cauza simetrici sumei &ķ& 4- رود‎ această formulă se 
poate scrie: 


۲ CFO 
(55) fa) = ما‎ — y, xy. 


În aplicaţii practice cazul in care E $1 y sint independente 
este foarte important. 
Fie £ și v, două variabile aleatoare independente cu densis 
tátile de probabilitate fe(x), f.(5). Avem: 
fev. 9) =A 740). 
SÁ determinám densitatea de probabilitate a variabilei 
aleatoare C, = & + y. In acest caz (5.44) si (5.44) se scrie: 


(5.6) Je (2) = | T ft (x) fa — x) dx 


(5.6) fe. (z) =| fe س‎ yh (y) dy. 
Pentru desemnarea compunerii celor două legi de proba- 
bilitate utilizăm notația simbolică 
Jez = fe fa 
unde * este simbolul de compunere (convolutie). 
Exemple 
5.3. Fie variabilele aleatoare £ si y independente, cu 
densitátile de probabilitate (uniforme în [a, (۰ 
| 0 dacă x e [a, b]. 
(x) = کا(‎ 
JEN INAR 1 y 4 
| —— dacă x € fa, b]. 
b a x qr 


Sá se determine densitatea de repartitie a variabilei 
aleatoare پا‎ = & + ۰ 
R: Avem: 
(b 


EA X fel x) d 
a 
TEE : E 
falz — x) da ۱ 
JG Ci 
Dacă e - 0 <q atunci z 


۱ 0 0 ft) a ۱ 


Dacă و‎ —b >a atunci z — a > b și 
۳ b 2 Cg —a بر‎ zs و‎ T 2b mgr 
(UD a V o oAO ae f E dm Ze 
z— b z- „d D 


Rezultă: 
0, dacă 2 € 24 


CĂ DL m ox up‏ سس کس 
z (b — a)?‏ 
Kao = i‏ 
a ? deck a -+b <a & 2b‏ 
(b — a):‏ 


0 dacă 2b -<z 
Această densitate de probabilitate se numeşte legea de 
repartiție a lui Simpson. 
5.4. Fie variabilele aleatoare £ şi mn independente, cu 
densitătile de probabilitate: 


j (.0 dacă x < 0, 
fel) = fax) = | 


e-* dacă 
á و‎ à = Ed ysi fa == = sintindependente. 
Să se arate că Ûy, — 6 -+ x $i وی‎ Í 


R. Avem: ۲ 
Flu, 9) رکه‎ te = V 


zs 
- <v 
uv uz wf i a(i + ;) e 
= ud ee dxd,y eum e ) J—e" dx = 
0 xlo 0 


E 1 (1 F aje] 
d14-v 


Pag) = (f, ude = 
= (eu — et^?) du = 1 — 


Fo) = ۳ „Let dudo = ۳ ۱,۳00 = 
» 
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Rezultà că: 


F (u,v) = Feu) Fe (v). 


5.2. Variabile aleatoare n — dimensionale, Fie variabila 


aleatoare n — dimensională £ — (E, ..., E). 
Definitie. Functia: 
n peta, Md P(1o : &(o) Z Xa Enl) oma 


unde (x, Xa) € R^, se numește funcţia de repartiție a 
variabilei aleatoare č. 

Pentru aceste funcții avem proprietăţi analoage celor 

date pentru funcţii de repartiție unidimensionale. Amintim: 

. F este nedescrescátoare în raport cu fiecare argument. 

F estecontinuá la stinga in raport cu fiecare argument. 


9. F(x,.., X,) = 0 dacă există cel puţin un indice 
1, (2 |, ..., 2) pentru care x; — 00. 
4". F(+ oo, ..., A+ co) | 


Dacă există o funcţie 


reală / definită si integrabilă pe 
R” asa 4 


E v à Ki a ; 

27 REG WA ۱ ۰ ۱ 7 ftp ss Un) des Lus du, 
atunci f se numește densitatea de probabilitate (repartitic) a 
variabilei aleatoare 1 dimensionale. ë. 

Avem 
(9.8) fs 3 Xu) i 


QA, .. 


inifie. Spunem că variabilele aleatoare E, ...; E, sînt 
independente, dacă pentru toate sistemele reale Xy sj *, 
avem 


Dacă £,, ..., £, sint inde » ndente si admit fiecare o den- 


sitate de prob: abilitate fe ix I ee en x) atunci 


(5. 10) Alu TS 2 = = fe (a 1) ent felt 2 
și ۳ 
(5. 11) Fiu NS 229) = Fz (x1) vts F;,(x,). 


Probabilitatea ca un punct aleator (£, دم‎ Ep) să se afle 
într-un domeniu D din spațiul euclidian n — dimensional 
este 


(5.12) P((E, ..., &) c D) = ee sud XL A. dis 


D 


5.3. Caracteristici numerice ale sistemelor de două varia- 
bile aleatoare. Covarianţă. Coeficient de corelație. Fie variabila 
aleatoare cu două dimensiuni (= (£, v). 


Definiţie. Vom numi moment initial de ordin k, s, al sis- 
temului (£, valoarea medie a produsului £ft. 


Og = M (£7). 
Vom numi moment centrat de ordinul FR, s al sistemului 
(£, n) numărul: 


q^ Mne = MICE — M(E) — MT. 


Avem: 


614 m. = 7 MF O - 


J- 


formule care în cazul variabilelor aleatoare discrete devin: 


(5.13) ps T 2j » xi Yibi 
(5.14) He = 272 ( 
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x; — M(&)* (y; — M(n)) Pi 


Avem: 
O = MT AVIS 
زاس رن‎ = M(x). 
Un rol important în teoria sistemelor de variabile alea- 
toare îl are covarianía. 
Definiție. Numim corelație sau covariantá a variabilelor 
aleatoare ($, n) valoarea: 


4 


(5.15) COV (&, n) E M(E AE 1 )5(( (n A MY). 


Etectuind calculul si finind seama de proprietăţile valorii 
medii rezultă: 


(5.15%) cov($, n) = M (En) — M(E) M(n). 

Covarianta este o caracteristică a sistemului care descrie, 
pe lingă dispersie, legătura dintre ele. Se arată cu uşurinţă 
că dacă č si v sint independente, covarianta lor este nulă 
(vezi 5.15%. 

Pentru caracterizarea legáturii dintre variabilele aleatoare 
é Și m vom utiliza coeficientul de corelatie. 

Definiţie. Se numește coeficient de corelație al variabi- 
lelor aleatoare £, % raportul: 


(5. 16) TE 


Este evident cá dacă £ si y sînt independente, rz, = 0. 
Două variabile aleatoare sint necorelate dacă r; 0. 


Rezultă cá două vâriabile aleatoare indepe ndente sint 


necorelate. Reciproca acestei afirmaţii nu este adevărată, 


Exemplu 


1,....4 sint 


„Fie O = for 05 os, Q, unde o, 4 = 
j2)3 و ,0( وه‎ 


unc i din plan de coordonate; c, (0,1), وه‎ (0, 
ود‎ (4,1). Definim pe Q variabila aleatoare: 


unde 
Pi P(ot), » pi 1 
t= 1 
Avem MEY — 4p, Min) = p t 2ba + KPa $ 
cat 


&[, + Dg = 


Alegem pe & 


4p, — Apy(Psy t Par ába -t Bha) = 0, 
de unde rezultă 
pă da N وس‎ P4 3 Pa 
Pa 


i y sint necorelate 
arătăm cá nu sînt independente. Avem: 


P(E = 0,m= = Plor 
P(m = p 
Alegînd numerele ji 
4 
zb = sip, (Bu + 226 
PE — 0, 1 =1) Æ PE = 0): Pin = 1), 
deci £ si ود‎ nu sînt independente. 


Proprietăți ale: coeficientului de corelație 
. EF. Fie D(&. Din) #0, atunci 1g و‎ 0. dacă: 0 namai 
dacă: variabilele. £ si و‎ sînt necorelate: 
Demonstrația este imediată, tinind seama de d-finițiile 


date. 
99. Pentru: oriog două: variabile aleatoare avem: Pem < le 


Aplicind: inegalitatea lui Solwartz. avem 
| MEE — ME — MUI > 
> ۷15-17۳11) Mn) = DEP) 


de unde rezulti proprietatea enunțată. 


126 


există o dependentă 


A da 1 اه‎ o 4 + EC SUA س‎ 
o Dacă và, = 1 atunci între € și n 


R arbi Si 
5 
"T6: A 


l ال‎ M(9)*] 


| 3 1 [pe X €) $9 f ۳۸ 
t^ 490 COV Vues 9) b? D*(») >0 
Luar aci á y Din), b s] tinem seama 
br L Obtinc a a 
Mr ) D a E 1 » 
(AN! / IS M(E) i M()) | (3 
lec 
JM Xu AJ EN ۱ (c V-^) 
Div) (5 MED + D(&) (n M )(( 0. 
E =, drepte de regresie ale variabilelor 
icai să Y. 
EN X M(E VE 
(5 17) 3 s CO rw) ) W (n) 
۸۸) d ۸3) (م‎ 
5.18) si NE, s) tM 
D Pu mper 


ati aaa e an 
(MNE). Mq) si au numea 


matematică 


(0. Se consideră variabilele alcatoare 


t27 


P(E = — 1,4 =2) 
P(E = 1, = 
P(E =1, 4 =2) + 


de unde: 


deci 


2 
۳4 9 


-1,»-——1) 


1 
0 eee NÀ 
2) € 2 À 
۱ 2 š 
5 = سس سے‎ À 
) 3 


- 


—2)--P(£-—1»-—1-P(--W 


A— 


2 trebuie astfel ales, încît toate probabilitățile să fie 


= cuprinse între 0 si 1 deci 
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3 


9 1 
0 2۶ > ب1‎ os ی‎ Nis ivy 


,1 > سب > 0 


e: 


Av M(£) 
T: 
Qecl 
] 
Deoarece 
6 
3 Pentru 


EY rg 
2.4. 


butia din tabelul 


Se consideră variabila aleatoare 
irmator ; 


, 


, 


1۳ 


rezultă | #e 


£l 


E și n sint independente. 


m 
۳ 
رب‎ 


7) cu 


distri» 


9 — Introducere in teoria probabilitátilor 


| “k | 1 2 3 5 | ۱ 

| Ya | 4 | 9 Pi 4) 
س : - ۱ سس‎ | 
| 1 | M19. | 1/24 0 1/24 | 1/30 5 oi 
| 2 | 1۳2۶ | 1724 | x94 | 194 ] 730 1/5 

| 3 1/12 | 1/24 | 1/24 0 | 1/30 1/- 1 
| ed | ۱/2۰۲ o | 1/۳۵4 | 1724 | 1/30 js a 
۳ i = | 
۱ A | s | | 
| 5 | 1/24 | 124 | 1/24 | 124 | ۵ ps d 
| PE 1/3 1/6 1/6 1/6 1/6 1 | 


L [mil i i 
D y - T y 
۲ ] ۱ Ft 3 
j D ) 
E 7 ۱ ۱ 
=> à ۱ 
v سس‎ : 


T = y in 
Drei a 1 1 1 Dra 1 oY ۱۰ ۸ 4 Ea 
111 O 1 1 25.0 

n Iz= ٩ 
۱ Ó 10,4 9 ۱ 
" : in 11 f 
L|) ۳81 i 1 11 ۱ Li - 
A 3 56 f 2-20 
i Un 
y 5 
: TE 


4 i ۱ 
6) 
iI 
N 
[ 

end 
HILG 


[: » 11 ED Cad SITUL 
4 i DproDbai LATE catre 
ü 1 1114 1T ^ N 
} t inel 2 Ó 
| 
* X3 | 
( 1 nent: a | 
| dsd IHMC pentru V | 
D t | 
; pu 


f ( w* opos " 


P(Ía:t() — alo) > cY) P (fo: 
- P (fo (0) — Ee) 
i 
THOME UNIES 
Dar £,—-$ E, —> 1 deci 
P({o: | Elo) — alo) | > 


aratá cà: 


P((o: £(o) 4 1 


Propoziția : 


j^ 


ŞI (ese. Dacă : 
¢ bs unde ași b 


iie. Avem 


sint două constante reale, 


Nn 1, atune dai 


[oe] (a5, (9) + Imlo) — alo) + balo)‏ ؟ 


l 
v [e E (e) — £(o)] > 2 ] 

i 
de unde: 


P(fo:(a5,(9) + Imlo) — («(5(9) A 


F 2 P 


2 U Tobi 


a — y propoziti 


no 


€ 


91251] 
2۱06.1 


j 


a e demonstrată, 


) —v(o 


WS 


1 
J| 2 


2 


U foto) (1 < ; 
t 


5 3. Fie sirurile de variabile alcatoare (5,),ew* 
i E 


| 


Exemple 
5 8. Fie 


(&),ex» un şir de variabile 


independente cu M(E) Ag și fie in = 
f 

că dacă, există lim — ره‎ A, = X atunci 
e E 1 


aleatoare Poisson; 


f 
TNS pe j 
x £4. Sá se arate 
n k=l 


şirul de vai 


ex» converge in probabilitate către à. 


Qe. f 44 t ^n 
Vn n 
r rezulta cà lim Din, = 0. 
11 f> 


lui Cebisev ne dá: 


Dp(f [d 2 d 
4 (1o | 7n ( a / pi ej) ES 
de undi 
p/f | y 
hm J uo Im) c ud a 
n X 
1.9. [7] Fie Jens un şir de va 
căror densitate de repartiție este: 
0 daca gs <O 
2 


— 
aa 


Notind cu n 


1 V 2 


“in ا‎ e 


f ^ 
atoare [n - converge in 
5 0 1 1 


KR. Aven 


M (E, 
1 ۸۷ SE) 


1 Ld oq. ow 1 " 
E sE 8 dacă a SEVE اف‎ OE a. 


aleatoare & 


& 


să se arate cá șirul de variabile 


probabilitate către 
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لش ار 


« 1 


yYroanpt 


în mod con 


tant 


fico n-xo 


lim P(B,:;) = lim (n lo: | 5(o)| > Jj cw 


۱ , repartitie. Definijie. Sirul de varial 
alc atoare te nex. converge în repartiție (în sens Bernoulli) 
c 


către variabila aleatoare E, (E, - » £} dacă în orice punct 
de continuitate xg al funcției dc T F(x) a lui £, avi 


(5.21) Bn ۳ x e Pia, 


unde F, cste funcția de repartiție a variabilei aleatoare 


Propoz dlia 5.5. Dacă sirul« de variabile aleatoare (Ëe we 
rge în probabilit: yte către É, atunci el converge in repa 
[ie către &. 


strație. Fie F, funcţia de repartiție a variabilei 

fe e E. ne xe, F funcţia de repartiție a variabilei alc- 

„Dacă x, este un punct de continuitate al lui F, 
p TE orice e >Q, există ۵ > 0 asa încît: 


F(s, + 3) — P(r — è) < e 


F(x + 9) 2 lim a(o). 


Din aceste incgalități rezultă lim 7 F(xg. 


c0‏ رو 


de variabile aleatoare (Exe + 


variabila aleatoare و‎ si dacă: 


g = const. H) = 1 
1 
D prin F fur ictia de partiție COrCS4 
p E, avem 
0 0008. > « 
F(x) =] 7 
à 11 dacă # حر‎ ۵ 
deci a este singurul punct de discon ntinuitate al lui F. Avem: 
o > 8) = 1— P(o: | £s (9) ai <c)) = 
lolo e < E, (o) < atej = 
1 1 (o! [v4 et) PUO: E (o) [la — et)! E. 
1 a —s +0) > 1 ETT 
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- - بت 
poc‏ 
تسه 
ia‏ 
لدد 
۸ 
A X‏ 
۳ 
" - 
i Z‏ مب 
K N *‏ 
à 33‏ 2 
a i- A‏ 


3 


reducere la absurd. 
Atunci există s 


non 


ea. încit 
b Li ! 


— klo) > e} Q EUA tunci 
care contrazice faptul cà 


Proprietatea inversà nu ai 


fle sirul de variabile aleatoare (£,),e x 


deci şirul (E,)ne x* converge în probal 


deci (£,),ew* nu converge in medie 


Exemplu 
auta d Fie Ss. 
pendente două cite două cu aceea; 


Dacă sînt îndeplinite condițiile 


3s lim | AR را‎ 2 cmn Ima 
ics) Ar i 


atunci sirul de variabile aleatoare 
că E 


converge în medie de or 


TT us 
AS 


12 (— m) + (1 


۱ 


nd seama de inegalitatea: 
P(Io:[v,(o)| > el) < P(1 


1 Piolo) 7 
| omiaa 
lim P(1o AON 5 
și-a 


۱ 5 i 07131143 > 
Wii A TOZuita. 


9-00 


o, 1 (n : ۱ 
DP) « —À F(x) e 
32 زوس ل‎ n e 
Lx یو لا )وه‎ 
FS a d FP(x)— : NO 
1۶ ET ل‎ -# 12 f 


lim DPÍÍ 3 / 
lim (6 D e 2 a 
um P(iorn(o) Æ 7 
^ 


"i 
(UO |] 


* 1 


A 


Sp ۱ 
1 


le condiția 2° rezultă: 


mlo) > s) p 
„(0))) 


lim ار‎ tim (' SAF = 0 


k 


d F(x) 3 
1 


(1 TA F(R zar af 1)) 0 


ET 
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zZ v E AE 
tă T و‎ 
- ie esc ۱ 
= r "utri > = 
e 5: ra مه‎ x P ۹ 
3 n S w = = 
O X a 
- نس‎ A sf بسم‎ | & 
شک‎ [s 5 a V YS cams cf 
y 2 3 e 1 
Ea =) ۳ Bo re ` : / 
te q 3] 4 ~ e- 
e له مه‎ use m [o 
k - 2 = ص‎ xx E - E | 
- ARTI ac - z f = 
- | p^ ۹ 
pm 3 w^ z 
1 A x asi 2 3 er j 
L2 .یج‎ pă > Y RA CPUS, * ag 
m. = ) = e M ef „| "5 
E Eee RAD ETE E: 3 : 2 
مس‎ = ră ES z - sei W^ 
[Al 1 dA | Q 2 — - - Pi p 
mi Ş 3 M 7 d a 2 < ص‎ 2 M 
; Ej ur cd = = دد‎ 1 
x ^ 
y z v 
sg zc S 7 T Ld 
= 3 op e > A 
4 : OS ES [m m ci 
/X cà «d 


unde 


Pi 4 0, U, $ Qk | € 3 
4 
NUN 1 
له‎ 1 ۹ > 
k=l 4 
Rezultă: 
| 
I I ta 
a ( Ol- 
"s 1 y 
I p 1 HT: 1 
o proprietate a oricăror 
aleatoare (vezi exem] lat de Marko 7 
legea numerelor mari ictionea 
Exemplu 
5.14. Fie x» un sir de variabile aleat í 


Să se arate cà 


se supune 


R. Avem: 


- 0 k ROA, 
ET BG 


/ I «7 XT 2( 
D* < D*(£) di 
A ام تور‎ h 
n T2 $ ۱ / Tf ۴ d 
4 ) 4 0 ۷ GJ) M fin) e!) 1 


5.1. Fie £ și n două variabile aleatoare cù ace 


] > / 
| =, dacă, 4 (0,2) 
f(x) = 14 * 
| 0, dacă x e (0,2) 
Să se determine funcția de repartiție a variabilei aleatoare 


T. 
D 


í 


Í Í 0, dacă x > 0 | 


awy E 
ră eem 
+ 8 = 3 3 Li 
چ‎ ow = 3 = = : 3 

xcd 5 3 = 5 t 2 - ju D > 

a E- aR 2 p :: 1 

sa 3 e 

Sə e ۹ i پل‎ 2d ۳ = 3 t 
sai = = f. x 
— > = NI 
= os ^ a H 
" = E Du - 
۲ sa Ea J 
i zx a TAUTA Rc ۳ 
2 Uu ۳۹ 3 $ با‎ < 
۲ j iei سا‎ e vai CN هم‎ = == s 
» "" 
" M A - 
۳ سپ همم‎ 
: یم‎ 
£ > v 
E — 
i = 
سی س‎ = = 3 
pce T 


Să se arate cá 


deci nu e Cauchy 
n 


nu e convergent in probabili 


7. [7] Fie (Z nexe un sir de variabil 
O DEE) n, n € 
sirul dat se supune legii nun 


cu A 1) 


5.8. [7]. Fie (žen. un șir de 
pendente cu densitățile de probabititate 


Să se arate că șirul se supune leg 


5.9. Fie (£,),es« un sir de vari 


se arate că șirul converge 1 


۲۳ 


| 
| 
| 


1 probabilit 


Capitolul VI 


FUNCȚII CARACTERISTICE 


Avind în vedere că instrumentul an: 


mizat de funcția de repartiție este destul de dificil, s-a 


introducerea unci noi mărimi care 


1 
aicatoare, 


6.1. Funcţii caracteristice unidimensionale. Fie 10, Em 
ung cimp de probabilitate, ۳ o variabilă aleatoare a cărui 


434 1 1 SAPE E <4 N 
iunctie de repartiție este HE. 


Se numește functi a variabilei 


(@ 1) D. ۱ rf. tz ee S n 
(6.1) Pe) M( dE ۱ gu al] (x). 
۱ | ۱ 


Dacă £& este de tip discret si ia valorile ررحر(رد)‎ FC N* cu 


tile (Pier atunci (6.1) devine: 


(& 9) Q. (A ANCUS UR 

Q2) ze) P Ph 

kei 

Dacă E este de tip continuu cu densitatea de repartitie 
atunci (6.1) devine: 


(& 1^ o. [D : ix fy 

(6.1 ) Pe (£) = | et f(x) dx 
£ ba n T iwi A 3 TN 1 tf n 4 
(Dacă nu există pericol de confuzie vom nota اپ‎ 
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Dacă NET Aet . 
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procedám prin inducție asupra lui s. 


F,* Fo atunci o = 
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[recind la limită pentru a oo, b — + oo avem: 


din cele de- mai sus rezultă 


de repartiție este unic determinată), 


ici rezultă, ca o consecință imediată, că un produs 


1 
o funcţie caracteristică, | ¢ | 


t و‎ variabilă alcatoare pentru care 
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6.6. Sá se determine fun 


unei variabile al atoare £ m 8^) 
R. Avem: 
ht 1 
f A^ Y 
FY) ( 
cj 2z 
deci 
/ ] (4 - 
; 
«() eed dx 
GY aT ل‎ 
Cu schimbarea de variabilă u s 
$1 m. 
1 im ۳ e inm; 
fE) A - N 
eJ a 3 e | au 
V 2R J 
: 
deoarec | CEN, 2x 
Avem: 
o' (0) (Gm ste 
deci M(E) =m 
&nalog obținem: 
/£ S 9 / 
M(E) = m? + a, M(E) m? + 23 


D'(5) = a etc. 


1 O functie datá de repart itie 
dacá valorile lui F 


in punctele sale de 
egale cu Fl — 0) + ۸ 0) 
[eds p ^ < 
; Am văzut că dată fiind fi incția de repartiti 
bile aleatoare putem construi funcția sa cai ct 
tatul reciproc este dat de: 


fea 
en 


le 


CIC 


nom 


m 


ies bila aleatoare E a cárei 
ia caracteristicá o. Dac 


d $1 fui 


X, ŞI Xa (x, < xs) sint puncte de c Conti uitate a lui F, avem: 
= و‎ á 1. fé edi e 
Ra kK 1: € ri 1 
(6.7) F(x) F(x E uM ri ۱ ی سس‎ 2 )/( di. 
€ AT J C 1 
Relaţia (6.7) are loc pentru orice x, وه‎ (x; > xo, dacă 


F este normalizatá. 

Pentru demonstratie vezi [21]. 

formula de 1n versiune se deduce cu ușurință: 

orema de unicitate. Fun ctia de re partitie este determi- 
nod unic de fica sa caracteristică, 

eza cá & are dc nsitate de re partitie din formula de 
zultă următoarele consc Cine 

Dacă functia de vepartitie F este derivabilă f 
| este dată de relația: 


în punctul 
ia Sa] in X 


/6 GENS A 
(6.8) f(x) — lim lim = ۱ 


EA AET 
p es OSO 
ai 


se determine funcția de repartiție corespunzá- 
toare funcţiei caracteristice p(/) =e ^". 
Formula de inversiune se seric: 
: 1 (491 — eit 
F(0) = ۱ سس‎ o(t)df = 
K Ir و[‎ 2i i 
Tore | — 4 5 1 rte sin £x ^ z É 
— > ۱ as -€ di = -1 ven e di ۰ 
zT; j—o ai 27 J-—co t 
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We e 1 COS $4.77 9 ۰ lfesiixr "3 
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Functia de repartitie este deterr 
funcția caracteristică. 

Exemplu 

6.9. [6] Sà se determin tunctia 


bidimensionale 


bilei aleatoare 
de repartiție este: 


Avem 


1 (Fo ۵ 3 
= ۱ € 
2)1 — a*) J-o J-o 


1,2 

A E )F. 1 UR 
== ۳ 
| و‎ 
ten با‎ 

i,2 

) +a 

deoarece: — || e 
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converge către o funcţie de repartiție F 


[ 


converge pentru orice £ € R către o funcţie 9 continuă pe 
i R, atunci șirul de funcții de repartiție (Fu 
ătoare funcțiilor caracteristice din șirul ales 
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= S ine 
] — M 
| 
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1 | 
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ludi 1 


(Q,)uews corespunzătoare funcțiilor de re 


lat, converge 


o funcție de repartiție F în toate punctele de continui 


6.3. Convergenfa șirurilor de funcții caracteristice, 


Teorema 6.2. Dacă șirul de funcţii de repar 


ra 
> 


uniform în orice interval mă 


aracteristică 9, corespunzătoare 


Pentru demonstraţie vezi [27]. 


Teorema 6.3. Dacă şirul de funcții caracteristice (9,), 


, convei 


E ACA 


i F, iar q este funcția caracteristică corespunzătoare | 
Exemple 
d 
6.10. Să se arate că sirul de variabile aleatoare ENa 
aceeagi densitate de probabilitate à „pă 
nde către legea normală cînd n — co. 
R. Avem: 
E 1 2 n 
M(&,) ۱ رز‎ etil - = d 
CH 1)! Jo oc 1j! 
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۹ 
x oho. tn 3 145 
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și funcția 
a cărei moment de 


`C ctiv fu nct ia de 1 reparti tie e 


e 
- 
tri 
m 


de variabile 


m. Să se Ai 
» سم‎ SĂ 


converge în probabilitate către me. 


(R: Se arată că şirul (o -ye converge către funcția 


caracteristici ă a variabilei Fonsi ante 15.) 
6.8. Fie £ și v, două variabile aleatoare cu acre: 
tate de probabilitate: 


( 1 dass r 
| — daca x &j—1, I] 


| 0 dacă x € [—1, 1] 


Să se determine funcția caracteristică a 


variabilei aleas 


6.9. Sá se determine densitatea de probabilitate core 
zătoare funcției caracteristice 


Capitolul VII 
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7.1. Se efectu 


p $$ oc 


nec de vol 
re ne furnize 


repartiție de selecţie 


Deci, dacă valorile de sclectie sînt concepute ca variabile 
aleatoare, orice funcție de aceste valori — orice funcție de 
' — este o variabilă aleatoare a cărei funcție de repara 
titie este unic determinată de funcția de repartiție F a varias 
bilei aleatoare E care a generat selecția. 

Vom da în continuare cîteva funcţii de selecție. 

Momente de sei lecție ie. Numim moment de selecție de ordinul 
iabila aleatoare: 


rann 
9? i=l 


particular, valoarea medie de selectie este: 
i Li 7 


| 1 i d es 
(7.4 [am d رن مه و‎ 
n i=l 


Momentul centrat de selecţie de ordinul r este: 


(7.5) iL, c» (y; Que 
N =i 
Ressitä d aici sia de selectii 
7 1 
PI A c2 i > 12 
(7 0j $ Tn X ) 


۲-9 


+ بل‎ | 
Leo da f 4 1 s 
| E E | یاه‎ 
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5 
Sau 
e (um e 
921 
Aceasta. este funcţia caracteri unei 1 


male N(m, >) deci functia de repartiție corespunzatoare 
n 1 
este normală, 
7.3. Fie £ o variabilă aleatoare cu o repartiție Pots 
parametru à. Sá se determine repartiţia medici de 
R. Vom utiliza tot metoda funcţiei caracteristice. 4 


9. (t) = Mee) i | 


e ; 
sau cu notația u : 


Y A (eius) = en, 
Sa 


5 


de unde revenind la variabila ? 


- 3 
— 


Am obținut functia caracteristică a repartitici 
deci X este o variabilă aleatoare repartizată Cauchy. 


Teorema 7.3. Momentele centrate ale variabilei 


a Ps 


tind către momentele repartitiei normale cînd n — eo. 
i t 


Demonstratie. Avem: 
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Teorema 7.4. Valoarea medie şi dispersia moment 
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În teorema 7.4 am arătat că: 


= 


A ase 
GULL « 


|: 9/2 j 
lim Da) =V. 
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Teorema 7.7. Dispersia de selecție este o estimatie co 


tentă pentru dispersia teoretică. 


Demonstraţie. Din legea numerelor mari rezultă cá 
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# =1 
cll 
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D X 
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تق 
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consistentă, 


7.4. Fie o schemă de tip Bernoulli cu 


i 
observaţii independente evenimentul 4 cu probab 


apare de « ori, 0 < « < ۰ ۱ 
Să se estimeze p și p? cu ajutorul lui g. 


x 


R. Verificăm dacă 
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uz ed. pi: B, 
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pentru 


două 


te o estimatie a lui p 


rge în probabilitate către momentul teoretic de 


di 


Deci 


2۸ 


Avem: 


nel 


3 . p 
Gee —> p, dar nu este o 
n 4] n -j 


7 e ۱ p ۵ 
M in 1 P z ۳ D? s E 


este 0 ¢ stimatie absolut corectà a lui 


estim 


corectă a lui p, este numai o estimatie corectă, 


۳ i 0 SIS toată 3 

eoarece este o estimatie absolut corectă pentru f$ 
n } 1 

este natural să încercăm să estimám pe p° prin 

m“ 

120 29 -. of «9 ) ۱ 1 ۲ 
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telor acestor 
calculelor. 
este c 


ictiilor f (2,0) și existența d 
cu 0 piná la ordinele necesare 
(Rao-Cramer). Dacă 6*(: 
rectă ۵ [ par amctrului 0 atunci: 


emonstratie vezi (öll 
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numesti € Ersa 
o functie d stimatie al t COLE 
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le variabilele aleatoare x; sint indep 
repartiție ca £. Să se determine cficicn 
R. Avem: 


idente si au acer asi 


à lui 0* 


1 
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2 L 2 


| á 


1 کک مسر‎ 2 Jas 2 
۳۵۹ 25 M(|xg — mi) V o: V 0, 
D?(0*) = رتست‎ 


Deci 0* este o estimatie absolut corectă a lui a. Efi 


ea este: 


2n 1 2 5 
CM 0,876. 
PRE, 9 á 
XE) v 
M 
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Deci 0* nu este cel mai eficient estimator. 
Teorema 7.9. Două estimaţii eficiente ale parametrului 6 
sînt egale aproape sigur. 
Demonstraţie. Fie 0f si و0‎ două cstimatii eficiente a lui 6 
atunci: 
M (91) = M(02), D2(01) = D03). 
Considerăm ME 0* = 01 + (1- n Avem: 
M(0*) = kM (03) + ) R)M(03) = RO + (1— 59 = 
0 deci 0* este o Vie ab solut corectă a lui 9. 
D*(0*) — 7 Mi(9* M(9*)?] 
— RD? M H 2rk(1 — k)D (03) D(05) + 
/ 20۰ 
D*(03) 


R 1 (( 0 1 
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ipe aplicînd metoda veroshmille 


Ecuația verosimilitáfii maxime: 
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010 P 
óc — 
conduce la soluţia: 


^ P و رو‎ NJ 
7.9. Repartiția. Poissor 


E bu 3 MT : 
6* este o estimatie (b; A) = e), k- 0,1; 


Ecuatia de verosimilitate este: 5 | 
; pe baza unci selecţii repetate de volum ۰ 


X (7r) R. Avem 
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m 3 A 
yu m 
c Yu 1 , 
2 CX a A ۱ / ^. Ste 0 estim 
De J an Ty y lui Functia 1 1 DA í Y-Y A رو‎ este o estim 
este 
Za | j 
1 Aon 
t l 23 
la i44 Vay O vef 
Z9 
y 
Si 
۳ 0 
: 2 2 O / 3 
În in g 2 Jar C 
Low 1 Dad 


ict r 
unică A(x; 


monoton 


lh 
M 


Q 
LE 
| 


Deci, minimul di 


n t ve von 
isjderam Ca aven 


7.7. Yntervale d 
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elatia (7.25) putem serie: 


> b,(0; 3)] = 3. 


Tinind seama de 


/ ۰ ÎN | ^ 
n (0; 8) > g(Xu ei Xa) > 
Dar a,(0; 8) este descrescătoare în raport cu 0 există 
H iy v 
deci un număr A(x,, ...; 4,5 8) asa încît să avem echivalenta 
fnegalitátilor: 
...تاش‎ Xn, 9) > 0 ṣi a,(0; 8) < g(Xy 5 Xn): 
Analog, există un număr B(x, ..., as 3) aşa încât cgali- 
tátile următoare sint echivalente: 
9« B(xy; cei X4; 9) ŞI gy «5 X) > b(0; 3). 
Rezultă deci să inegalităţile: 
iS je ; 
à,(0; 5) < g(xy 55 Xa) 
A(x,, «5 34; 8) > 9 < B(xy «5 Xa 9) 


sînt echivalente, prin urmare: 


PLA (4, To Xp) 8) x 0 ES B(x,; vs Xn) 8)] = 8 


Am găsit astfel un interval de încredere [4, B] pentru 
parametrul ۰ 

În cazul re partițiilor discrete se consideră intervale de 
încredere care acoperă 0 cu o probabilitate mai mare sau cel 
puţin egală cu 3. 
În acest caz în relaţiile (7.23) semnul = se înlocuicşte cu 
iar integrala se înlocuieşte cu suma obi ira 


Exemple 


7.10. Să determinăm un interval de încredere pentru 
parametrül m al repartiţiei normale N(m, H. 


R. Avem: 


s 


Yr 


fix; m) = xs 0 


Facem o selecţie de volum n $i considerăm funcția: 


Br. =‏ )4 ری e‏ روا 


Funcția g(x}, ..., 4,; m) este descrescătoare în raport cu 
m deci sîntem în cazul 1° de construcţie a unui interval de 


încredere. 


| 
Avem: 
mA 
F — Mm p CD EES 
Pix PTT E B bia. : dy 
y n y 2x Ja 
Alegem numerele a si B asa încît: 
ET) 3 3^ CA à 
1 3 
V 2* Ja 
cu 8 apropiat de 1. Rezultă deci: 
Y 1 e 9 ۱ 
P | y : <B ۳ 
| | Wo să, J 1 
V y á j 
^ e 
l $ | 91 n TH [r4 | A! ) 
| Intervalul de încredere este [Z A 


ia lui calea 


{LOA 
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7.2. Se fac cinci măsurători cu un aparat asupra Re 
wnei bare si se găsesc rezultatele in mm: 92; 94; 103; 105; 
108. Să se determine valoarea. medie a lungimii barci, disper- 
gla de selecție gi dispersia de selecţie modificată. 

(R: 2 = 100, 5$ = 94, s? 


1.3. Dintr-o selecţie ordonată. de 20 piese a 
teristic este grosimea (în mm) s-au obținut următoarele 


42,5) 
a caror Carac- 
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11,0 18 10,7 
: 14 10,7 ۳ 19,9 
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1°. Să se calculeze funcţiile empirice de repartiție: 
m EP EET 
Fi (10); F2, (10,5) ; Foo (11). 
dec PEN 
20. Să se calculeze momentele centrate de ordinele 1, 2, 3 


se AUN M 
R: F% (10) = 0; F3 (10,5) D Fao (1F) 5 ) 

1.4. Repartiția valorilor unei variabile observate pe baza 
a 50 observaţii este dată de tabelul: 


V cass de v. decori D EET 
ER i 1 à 7 ( 
Nl oJ. 9. 9 OSO 3 


Să se calculeze: T 
1°. Valoarea medie a mărimii observate și dispersi. — 
= 1 ماد‎ fra Taare "aracteris- 
2°. Să se determine moda variabilei (valoarea caracteris 
țicii căreia îi corespunde cea mai mare frecvenţă). 
3°, Să se scrie funcţia empirică de repartiție. 


(R: z — 3,46; s2 = 398; moda = 3.) 


rezultatul măsurătorilor fiind în tabelul următor: 


. 1.9. Să se estimeze parametrul 0 din densitatea de 
bilitate: 


fo 0) = 00-2 


dacá cinci observatii asupra lui x au dat valorile: 


4, = 0,7; x; = 1,3; 44 = 0,65; x 0,8; x, = 1,5. 


j va 
( 
| 5 z i 
[A Functia de verosimilitate este Rao da 0) = 
ye f 
0 D i 
me ANA i-i [I E A . P" ۰ 
eU"e . Ecuația de maximă verosimilitate este 
^1 1 
an P n S^ E R, 
v و کے کے‎ se وم‎ t 0 de unde 0 ss 4 i | 
00 LII uS D 
SIN e 
f 3 | 
» i=l Ji 


7.6. Dintr-o populaţie generală se face o selci tie de volum 


"n = 10: 


—2 1 2-898 H 5 
2 1 RC 1 
Sá se estimeze cu un prag de incredere 3 — 0,95 valo 


medie a unei caracteristici normal repartizate. Să se 
intervalul de încredere. 


De b TARR ۰ ۰ ۰ 1 A Qt 
(R: 2 =2; s= 24; t; = 226; 03 > m < 3,7) 


7.1. Se efectuează 12 măsurători independente asupra 


unci variabile aleatoare £ repartizată normal N(m, c?) 


4 —02 0 02 06 08 1 12 15 


1 1 1 1 1 1 2 1 
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ducerea în teoria probabilităților 


Să se determine o estimatie ñ a valorii m dii M(E) și să 
se determine intervalul de incred. re corespunzător probabi- 
litàtii 8 = 0,95. 

e CN 3 ^ AE r 3c 
A a ao 0416; s* — 0,522; [— 0,04; 0,88). 


"n 
FR. 
۱ : n gi 


t 


1.8. Sá se determine estimatorul de maximă verosimili- 
tate pentru 0 pe baza a n observaţii pentru densitatea de 
proba bilitate: 


f(x,9) = (1 + 08, 0 >0, 0 > x « ۰ 


(Re Ty 
bh in 44 
— ۳ f 
i 


"oui puncte suficiont de apropiate de abscise 


Capitolul ۲ 


PRODARBILITĂȚI GEOMETRICE 


Prima problemă de probabilitáti geometrice a fost ,pro- 
blema acului“ a lui Buffon pusă in 1777 si care cu drept 
cuvînt a fost considerat fondatorul teoriei probabilităților 
geometrice. Soluţia riguroasă a acestei probleme este dată 
în 1860 de către E. Barbier. Prima carte de probabilitáti 
gcometrice apare in 1926, autorul fiind R. Deltheil Aici, 
sînt expuse sistematic toate rezultatele obținute în teoria 
probabilităților geometrice pînă la acea dată. Pe lingă o 
rie de teoreme proprii găsim aici importanta teoremă a 
invariantului integral al unui grup de transformări, 


8.1. Probabilitate elementară. Fic A și B două puncte date; 
situate pe axa Ox. Un punct oarecare M este situat pe seg- 
mentul AB. Care este probabilitatea ca M să se afle între 
două puncte determinate C si D situate pe segmentul 4B? 

Fic a, b, c, d abscisele punctelor, 4, B, C, D. Probabili- 
tatea, cerută este o funcţie de c si d; fie ea pic, d). Dacă 
wem în vedere definiţia dată probabilității, vom avea 
pentru x cuprins între c și d: 


ple, d) =p(e, rd, d) 


e asemenea, pentru valori suficient de apropiate de xg 


Ix ts 
GIU xad 
pie, | dx) = pic, x) i P(x, Y od da. 


Dacă admitem că probabilitatea ca M să 
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BIY x4 
raportul — 


1 


1 E , ۰ ; 1 A , "ue S 
?) are o limită funcţie de x pentru ۸ 0. 
Dacă olx) este această limită rezultă că +- 


(8.1) plx, x + dx) = e(x)dx 


si pr suvunind că o este continuă 
Y Eo en 5 1 


ple, d) = ۲ o(x)dx. 


JU 4 


(8.2) pla, b) ۱ o(x)dx = 1. 

j Pd 1 4 

Tn general, fie E si E’ două mulțimi de elemente geome- 
trice din același spaţiu cu E'c E. Care este DIM ca 
un element t luat la întîmplare din " să aparțină lui E? 


۲ Y: 
Pie (x X4) T ametri care definesc un ek ment 


(Xo = i 
«punem că mulțimile E și E' sînt astfel încît in spat iu 


1 X n) le corespund, domeniile D si D. 


-ametrilor (x 


Pa ntru D fix si reprezentînd numărul de cazuri posibile 


ins DEAN acă Disi 
probabilitatea, va fi o functi de D'; fie ea p(D”). Dacă Dı și 
D; sint douá domen 11 disj uncte, avem: 


$(D, U Dj) = (DD) + 2(D9). 


Dacă D, este suficient de mic de volum AV, admitem 
că probabilitatea روم‎ este foarte mică $i admitem cà 
ioc 3 i ۵ Ch ; - * £ 2) 


are o limită cînd Ds tinde (pentru toate 


inile) la un punct (xy ره‎ Xn): Notind limita (xp -3 
و‎ LA B avem: 
5 (D. o(x,, رت‎ X4) dXp ^» du, 
' +» e, 8 + 


Funcţia ọ fiind presupusă continuă, avem: 


a 


pD’) ۰ " etn esM A A aie E Sa da 


functia o știm doar cá este continuă, pozitivă , 


za 
£c 


Functia 9 este arbitrará, pozitivá sau nu 
conditiei: 


(8.3) P(D) ۳۹ Oy eta) AB ID oi TO ics sb 
D 


T 
d, ȘI Supusa 


Elementul diferențial introdus astfel: 


(8.4 do Q(X NE T و1(‎ TON. 


>» “nj 


se numește probabilitate elementară unde o este o funcţie 
arbitrară, pozitivă sau nulă. 

Pentru o clasă vastă de probleme geometrice este posibil 
să facem să dispară această nedeterminare dacă vom pune 
condiția ca rezultatul calculelor să rămînă neschimbat. la o 
deplasare a ansamblului de figuri. Acest punct de 
leagă teoria probabilităților de teoria măsurii mulțimilor 


8.2. Familii de figuri geometrice. Invariant integral. Fic 
în spațiul euclidian cu 7 dine nsiuni E,, de coordona te x 
رده‎ X, O familie (£ de figuri geometrice definite de ecuat 


(DS GU piu Xu p esos l«s nr 


CU Zi e Og parametri, iar 0 > J1 > y — 1. O Mus a fami- 


lici este determinată dacă ne dăm valorile param trilor 
Considerind mulțimea punctelor (æj, ..., «,) se poate 


o corespondență biunivocă între figurile familici (f sp 
(a a.) dintr-o m ultime D) c B4 a spaţiului E 
dimensiuni de coordonate (a, 24 %4). Dacă (f, este o sub- 
mulțime a familici de i x F, lui C£, îi corespunde în E, un 
domeniu D c D, D c 


Definiţie. Dacă in dc iul E, există un grup de trans- 
formări care transformă orice figură din familia 7 într-o altă 
figură din aceca şi fa milic, acest grup sc numește grup de 

invarianță al familiei de figuri (f. EAS 

De exemplu, grupul de invariantá al familici dreptelor 
din plan este grupul transformărilor ortogonale; grupul de 
invarianță al familiei cercurilor este grupul similitudinilor 


ete 
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Definiţie. Formulele: 


(8.6) Np = file s pi A es 05) m f, @ 1 > y c 


definesc o familie cu s parametri de transformári punctuale 
în spaţiul E, 

Dacă M este-un punct din spaţiul E, si M" transfor- 
matul său, prin relaţiile (8.6) pe care le notăm cu T, (deci 
M' — T,M) si dacá M" este transformatul lui M” printr-o 
operație T din familia (8.6) corespunzătoare valorilor 
رو‎ bo ale parametrilor, familia de transformári este un 
grup dacă pentru orice a și Û există o operaţie T, din familie 
care transformă direct pe M in M". Atunci avem: 


Cu — gut رت‎ ds; Dy رت‎ Oa) T RS 


A Ss; 


Fie deci un grup G, de transformări depinzind de s 
parametri, de ecuaţii (8.6). Dacă G, este grup de invarianță 
l familiei de figuri F atunci: 


۳ fix. a), cifră, a) Be, -- 8 EIR I cR 


unde am notat: 
(8.7) B, = Bulat so e Gu مه‎ As), > ۸ < ۰ 


Deci, grupului G, de transformări din spaţiul euclidian 
E, îi corespunde în spațiul E, al parametrilor o familie de 
transformări de pinzînd de s parametri. Această familie for- 
mează si ea grup si il vom nota prin Hy 

Considerám integrala: 


(8.8) I = ] ...) s ss oda, deg 


۶. J 


unde Bc x este un domeniu din spaţiul JZ, pentru care 


Definitie. Integrala T este invariantá faţă de grupul de 
transformári H, dacá: 


(8.9) \ ۰.۱ 9e ee ada ... da 
DoD ) i 
|... | ۵ , Pdga ... dy. 
» 


unde D' este domeniul obţinut din punctele domeniului D 
prin aplicarea transformărilor (8.6), deci: 
D= VB, so R9; Ba servo p en 8g. 
اضر‎ T / " سیم‎ 1 
1 <R > ۰ ud sg او‎ m aD] 


D(8 8 


dr Ba) 
pie gi- : i , determinantul functional al trans- 
D(25, aa OU) 


formării (8.7). Relaţia (8.9) devine: 


relaţie ce trebuie să aibă loc pentru orice D c 
Rezultă de alci: 


D(By ۰: Pal qa. ius B) = (agr s t). 
VC PEDES ee EN 


(8.10) 


Se demonstrează că o cope necesară si suficientă ca 
integrala 7 să fie invariantà față de grupul H, este ca: 


(8.11) 


unde É, sînt coeficienţii transformărilor infinitezimale ale 
grupului و‎ [14]. 

۳ sistem de ecuatii cu derivate partiale se numeste 
sistemul lui Deltheil. 

M pefinifie. Dacă integrala J este invariantă faţă de cu 
de transformări H, ca se numește invariant integral a. 
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"upului H, iar funcţia €, funcție invariantá integral à 
upului respectiv, 

Grupuri e de transformări care admit un invariant inte- 
gral unic prezintă un interes deosebit pentru teoria probabili- 
tátilor geometrice. 


ce 


8.3. Probabilitate geometrică. Vom presupune în cele 
acază că sistemul lui Deltheil (8.11) admite o soluţie unică 
abstracție făcînd de un factor constant. ۱ 
Putem presupune O nenegativá, deoarece dacă O este 
nctie invariantá integral atunci și | O | este funcţie invari- 
j ral. Fie o mulțime Do C Bg Jj 
Definitie. Funcţia reală v definită pentru orice parte D 


din ( orpul borelian K Ba N Do, dată de expresia: 


r 
(8.12) «(D) = ۳۹ Dla i ades dag 


este o măsură în sensul arătat în primul capitol. 

în vedere faptul că între submultimile de figuri ale 
si submultimile domeniului D, există o corespon- 
nivocá, atunci prin definiție măsura unci submul- 
uri (FE, ale familiei de figuri Æ este egală cu másura v 
i:bmultimi D a domeniului D, ale cárui puncte 


a) generează figurile din submultimea مر‎ Putem 


(9.13) TEDE v(D). d 
1 
Astfel v(D,) reprezintă măsura ul) 1ar expresia 
(8.1 A) وو۵))‎ 2.9199 (2 A 9a 


se numeste măsura elementară a familiei. 
Dacă facem schimbarea de variabile: 


8S 15 e & SSY 
(5.13 Ah » Xg) ` > 
(8.12) devin 
x r 8 = D(o4; o. 17 
TER) ۳ [ O Gy Zy) T سس‎ )10 | (X 
Aen LA, Xy 
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geometrici 


multe ori prin condiții de natură 


D fiind imaginea domeniului D prin transformările (8.15) 
deci: 
eE) = VD). 

Rezultă de aici proprietatea cá măsura unei submuliini 
de figuri ale unei familii date de figuri nu depinde de învarian= 
tul integral cu care se consiruieșie această măsură, 

acd Ca. .., dq) — 1 


" 


(8.16) *(D) = |... (da, ... da, = Y (D 
J DJ x 
adicá volumul domeniului D. 
Definitie. Dacă G(o,, ..., aq) 1 parametrii o, ..., 0 Se 
numesc normali. 
Dacă (X, CŒ este o submulțime de figuri ale familiei Œ 
căreia în spațiul parametrilor îi corespunde domeniul D, 


probabilitatea sa este: 


rari PEUT, p (S) vi D) 
(8.17) P —P(G = کے‎ 
(و(/)۷‎ 
da 
dag 
Prin această construcție obținem o — cîmpul de probas 
Li 3 3 S 


bilitate {Do K, P}. 
D.ci, pentru rezolvarea unei probleme de probabilitătți 
^ 


f f 
1 f 


eferitoare la o familie de figuri date, se detere 


ntul integral corespunzător grupului de trans= 
nări considerat, apoi se determină submultimea din spa- 

ametrilor ale cărei puncte gencrează submultimea de 
uri a mulțimii de figuri date 1 


٤ 
f v 


imitare care se face « 


(« 
analitică impuse) si se calcu- 


lcazá apoi probabilitatea cerută, cu formula (8.17). 


Ne vom ocupa in continuare de studiul diverselor probleme 
de probabilitáti geometrice din plan si spaţiu. 


8.4. Sisteme de puncte din plan. Fie in planul euclidian 
de coordonate carteziene ortogonale (x, v) familia de figuri 
lormiatà din multimea punctelor M (x, &); deci ecuatiile 
fanuliei sînt: 

(3.15) a y 7 
Cu ریت‎ x9 parametri. Grupul de invariantá al acestei famili 
este grupul transformărilor ortogonale din plan de ecuatii: 
x v. cos 0 — y" sin 8 E8 
(8.19) 
y X sin 0-r-wcos;8 E 0 


Aplicind acest grup familiei, ecuatiile (8.18) devin: 


hU CR UE M 
X DS. Ba 
unde: 
وه‎ = B, cos 0 — B, sin 0 + a 
(8.20) 
وه‎ = B, sin 0 + Bacos 0 + 5. 


Acesta e grupul و مرول‎ 
față de familia (8.18). 
l'inind seama de dezvoltările in serie: 


) atașat grupului de invariantá 


A K 09 9 02 43 
sin Û 0 سب‎ eB رسد‎ cos 0 1 ) j- e 
3! 5! 2! 3 
(8.20) devin: 
[21 f 
a 8 25 e 
(8.20) E 
^ P» [2 1 f t l 
Wa = B. si Bi 0 ۲ st 


coeficientii transformărilor infinitezimale ale acestui grup 
sint: 


£ É 2 Q g p" y 

S11 1, 212 0, 713 P» S5 0, 7 1 2 Sye 
909 

لات 


Sistemul lui Deltheit (8.11) se scrie? 


29 
PUn TG 0 
03 
0 
o c 
1-0 
0B, 
2 dD, 0% 0 
nm TM 
40 وت‎ Qa 


si are soluția ® = const. Avind în vedere (8.17) putem lua 
Qo Î 

Deci măsura mulțimii (£ de puncte din planul xOy ai cărei 
parametri variază într-o mulțime mărginită Dg C S, este 


(E) = f م48‎ 


J)J0 


sau, dacá tinem seama de (8.18), 


ex) = ۳ dxdy = S(Dy) 


unde S(D,) reprezintă aria domeniului D, din plan. 

Exemple 

[43]. Pe segmentul AB de lungime a sint luate la 

întîmplare două puncte M, și Ma Să se determine probabi- 
litatea ca distanța dintre M, si Ma să fie mai mică decit un 
număr b, (b < a). 

R. Vom considera cá punctul A este origine a unci axe, 
deci 4(0), B(a). Dacă abscisele punctelor M, și M, sint res- 


pectiv X1 51 J 


„ecuaţiile sistemului de puncte M4, Ma} sint 


mee Liar‏ بر 


Spatiul parametrilor sistemului este planul de coordonate 


Punctele M, şi M, sînt pe segmentul AB, deci 0 > x, > a 
0 x x. < ۰ 


0 


Domeniul D, din planul (<, xə) este pătratul PQRS, cu 
P(0, 0), Q(a, 0), R(a, a), S(O, a) (fig. 8.1). 

Punind condiţia ca lungimea segmentului M, M, să fie 
mai mică decît b obținem relaţia care determină domeniul D 
din planul (ry, x;): 

| رنه — و7‎ | > 5; 
Și care reprezintă porțiunea, din pătratul PQRS cuprinsă 
între dreptele de ecuaţii x, — x, =b si x,— x, = —. 


1 
Rezultà: 


| ds, dx; N ۱ j 
D 1 aria D a? — la — by 


sau: 
Ob na 
p 2b . 
a a“ 
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8.2. Pe una din benzile de magnetofon de lungime de 
200 m este imprimată o informaţie pe un interval de. 20 m. 
Pe.altá bandă este imprimată o informatie analoagă. Să se 
determine probabilitatea ca în intervalul de la 60 m la 85 m 
să nu fie intervale de bandă neimprimate, dacă începutul 
ambelor informaţii este egal posibil în orice punct de la O 
pină la 180 m. 

R. Fie x si 
Avem 0 > x > 
dat de relaţiile 


De: 0 > x < 180; 0 > ز‎ > 180: y «x 


y coordonatele originii imprimării cu y < x 


Are 


180 și 0 < y < 180. Deci domeniul D, este 


y : ۲ 3 7 1 3B Ua 
deci, triunghiul de arie: S(D;) = — ۰ 1802 m2, 


Pentru a obține o imprimare continuă este necesar ca 
X — y < 20, iar ca intervalul imprimării să nu fie mai mic 
de 25 m trebuie ca x -y > 9 (fig. 8.2). Pe lîngă acestea 
pentru obținerea, unei imprimári continue trebuie ca 65 « 
E 80, 45 « y x 60. 
Domeniul D este dat de relaţii 
See 
4 
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Avem: 


: uD) aria 
pa 809 _ ari D 
(D) aria Dy 


: 15? m? rezultă că 


pens 
2d EET 
1 


8.3. Presupunind că toate valorile |p | <1, ۱ | < h 
sint egal probabile și singurele posibile, să se determine proba- 
bilitátile ca rădăcinile ecuaţiei: 


dar aria S(D) 


x? + px +g =0 


sá fie: a) reale, b) ambele pozitive. 

R. a) Considerám punctele P(p) si Q(g). Spatiul parames 
trilor sistemului (P, Q} este planul de coordonate (p, 9). l 
Domeniul D, din planul 50g este dat de relațiile: 


<p <L‏ 1 سب 
du‏ 
D, | DA > 0 > l,‏ 


iar: 


reprezentînd domeniul hasurat din fig. 8.3. 
Avem: 


aria Dy = aria ABCD — 4 


aria D = 2)1 | V e 2 "i 2 


Rezultá: 
p . ara D 13 
aria Dy 24 
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Fig. 8.3 


b) În acest caz trebuie să avem și condiţiile p > 0 şi 


P aria D, 


aria Do 
unde domeniul D, din planul 50g este dat de relaţiile: 
D,:—1«5«0,0xq«l م4 - نم‎ 20; 
decli 


$052 1 
— dp = — 
Jo 4 $ 12 


aria D, = 


si i 


y 


pce 
48 
8.4 [43] Fie un cerc cu centrul in originea axelor de 
coordonate si de razá 1. Sá se determine: 
„1°. Măsura elementară a mulţimii punctelor de pe cercul 
unitate. 
2^. Probabilitatea. ca luînd 1 
cerc, arcul determinat de ele să 


întîmplare două puncte pe 
ie mai mic decit a radiani. 
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R. Sîntem în Eus) in care sistemul de puncte este 
situat pe o curbă plană (cerc). Dacă M este un punct pe 
cerc și notăm cu o ung iul facut de OM cu axa Ox atunci 
M(cos o, sin 9). Unghiul 9 se numește abscisa. unghiulară a. 
punctului M. Grupul de transformări care lasă invariant 
cercul unitate este grupul rotatiilor in jurul originii de ecuatii: 


x’ = x4.cos 0 — y sin 0 


y' = x sin 0 + y cos 0 


(8.21) 


0 fiind parametrul grupului. Aplicind acest grup lui M, il 
transformá in AR M’ de coordonate x’ = cos (ọ + 0), 
y = sin ه)‎ + 6). 

Rezultà de aici că o se transformă după 


9-9 + 0. 


Coeficientul transformárii infinitezimale al acestui grup 


este g= i. 
; 2% : X E 
Sistemul lui Deltheil — = 0, are soluția ® = 1. 
op 


Deci măsura clementară a mulțimii punctelor de pe cercul 
unitate este; 


do. 


Măsura. elementară a mulţimii perechilor de puncte de pe 
cercul unitate va fi; 


dodos 


lar măsura mulțimii acestor perechi de puncte este: 


(8.22) is du de, 5 dg; = Ar? 


Arcul determinat de cele douá puncte este mai mic decit 
radiani dacă: 
DELIED 


Să considerăm un n in care coordonatele unui punct 
sint 9, și pa. Domeniul plan D corespunzător mulţimii peres 
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chilor de puncte de pe cercul unitate care determină un arc 
mai mic decît a radiani este idet niul interior pátratului 


din fig. 8.4. de latură 2z situat între dreptele qa — وچ‎ = 4 
ȘI وچ‎ pr ,هس‎ 
PEA o (2x — a) ۱ ui 

aria D = 4n? — 4 > Jac — a? 

deci 
pe far E 
4z? 
Dacă a = 2x atunci P= 1 ies 


8.5. Familii de drepte în plan. O problemă care conduce 
la considerarea în calcule a sistemelor de drej ste ,pro- 
blema acului“ a lui Buffon si care — asa cum am arătat la 
ince uu capitolului — a. fost prima problemă de probabili- 
táti geometrice. Enunţul ei este următorul: „se consideră «n 
pare chet format din lame paralele avînd lățimea a. Să se deter- 
mine D و‎ a ca un ac de lungime |, (| > a) aruncat la 
întîmplare pe parchet, să cadă pe una dintre liniile despărți» 
toare ale po ie ۰ 
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+ Dacă considerăm o poziție oarecare a acului Af vom 
nota prin: M mijlocul lui, x distanţa de la M la o linie despăr- 
titoare și a unghiul dintre AB si această linie despártitoare 
(fig. 8.5). Să considerăm un plan în care coordonatele unui 
punct sînt « si x. Domeniul D, din planul aOx este dat 
de relaţiile: ma 


a 

مد < ۸ < 0 رت > » > 0 :و(] 
E ous qe of SS‏ 
Evenimentul se produce dacă x < — sin g, deci domeniul‏ 


D este dat de relaţiile (fig. 8.6): 


~ 


DIU SG > m y SIR 


B5 
p 
© 


Avem? 
۰ a ss ۳ / 
(Do) =x 5; wD) ۱ sin ede =? 
2 2 
deci: 
p 2l 
TA 


Problema acului, poate fi reformulată astfel: „dat un 
segment de lungime 1 şi un sistem de drepte paralele cu aceeaşi 
distanță între ele, a, (| <a), să se determine probabilitatea 
ca una dintre dreptele sistemului să intersecteze segmentul“. 

Pentru a rezolva problema pusă astfel, vom determina 
mai întîi măsura elementară % mulțimii dreptelor din plan. 

Fie dreapta d de ecuaţie! ^^ 


(8.23) ux ښخ‎ wy 41-90. 
Grupul de invarianță al mulțimii dreptelor din plan este 
grupul transformárilor ortogonale (8.19): 
X =x cos 0 — y' sin 0 + a 
y = x sin 9 +- y' cos 0 -- 5. 
Prin această transformare (8.23) devine ; 


4 


wx + v'y' + 1 = 0, 


unde: 


u cos 0 + v sin 0 ~~ sin 0 + v cos 0 
(8.24) مب = ور‎ i : : 


e 


au -+ Bu i 1 ر‎ cu <- Bu 4] 


i 


Dacă dezvoltăm aceste funcţii în serie Taylor, obținem 


cocficientii transformărilor infinitezimale ale acestui grup: 


ge 7 we 


2 E e 5 
وود‎ v c4, E57 MU, 3 v, 
e pa e O A UE ii 
21 + 229 ¢ 3 = a LU. 
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)4* 


Sistemul lui Dellheil: 


Deci, 1 
este: 
(8.25) 

Măsura 


unci mulțimi 


corespunde 
te 


est 


în spațiul (u, 


M de 


7) al parametrilor domeniul Dj, 


(em Y 1 
pM) = M 
JJ». 


2% 
w S = —3u0 
du 
o 0% 
“ل‎ — = it 3v O 
du 
2 
1 M om 0 
du 
1 
(u? + v?) 


1 


drepte din plan 


da di 
(2,2 


~o xem; 


Dacă considerăm ecuaţia normală a dreptci: 
% COS o + y sin oq -——p = 0 
pi 
avem: 
COS sin p 
u = س‎ 3 WT و‎ 
b p 
d i: 
far o vs A 
Db, e) ps 
Rezultă 
Q 079771 ( 
dmm 
domeniul din spațiul paramctrilor ۸ 


mul Itimii d a dri pte. 


cari 


dA 


îi 


CAI 


8.5. Să se determine măsura mulţi imii 9 2 
aent de dreaptá 


din plan care intersecteazá un segn 
gime ۰ 
R. Fie segmentul OA asezat pe axa Ox. 


Pentru un unghi 9 dat, o dreaptă à d (fig. 8. 
OA dacàO > ۵ < 


o’ 
FEMA oai e 
însă —— Sọ < 


2 


> | cos ره‎ 


la 


(8.28) 


och 
€ 
— 
Cem) 
te 
3 
Qa 
"Q 
t 
c € 


tel e 


Acest rezultat a fost demonstrat de M.W. 


și anume: măsura mulțimii dreptelor din plan care t 
dreaptă, 


tează un segment de 
segmentului. 


care intersectea 

R. Tinind seama de de ids anter ior 
măsura. cerută este egală, cu 2a 4- 25 - 
ținem seama, de faptul că o déeapta: ca 


este egală cu dublul lungii 


- 2c; însă treb 
rc VE wants 


e lun- - 


$ PA 
€ TOI 1 


ar I 
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a unui triunghi mai intersectează încă o latură a acestuia, 
deci în numărul 2a -+ 25 -+ 2c fiecare dreaptă este socotită 
de două ori. Rezultă că măsura căutată este: 


ttr de e 


deci: măsura multimii dreptelor din plan care intersectează un 
triunghi este egală cu perimetrul triunghiulut. 

Analog se arată cá: măsura mulțimii dreptelor din plan 
care intersectează laturile unui poligon convex este egală cu 
perimetrul poligonului. Printr-o trecere la limitá poligonul 
convex devine o curbă închisă convexă (oval), deci: măsura 
mulțimii dreptelor din plan care intersectează o curbă inch 
jexă este egală. cu lung gimea curbei. 

Tinînd seama. de aceste rezultate, rezultă cá: fiind date 
două curbe închise convexe (E ) și (Ta) de lungimi 1, şi la, 
curba (T) fiind pda i curbei (T4), probabilitatea ca 0 
secantă a curbei (V,) să fie secantă a curbei (To) este: 


(8.29) 2 ph, 


s 
7 
“g 


Dacă (Tp) se reduce la un segment de lungime £ iar (D3) 
la un cere de diametru 4 avem: 


deci: probabilitatea ca o secantá a unui cerc de diametru ۵ 
să intersecteze un segment de lungime را‎ 0 < a) interior 


d] 
cercului este = Tinind seama de enunţul ES lui 
T 


Buffon rezultă cá soluția. acestei probleme este Accastá 


soluţie a, fost dată de către E. Barbier in 1860. 

O altă problemă care a stat mult timp în atenția mate- 
maticienilor este: 

Paradoxul lui Bertrand: „o coardă a unui cerc fiind luată 
la lT să se afle probabilitatea ca această coardă să fie 
mai mare decît latura triunghiului echilateral înscris în cerc“ 

Vom da cele trei solutii date de I. Bertrand care din 
punct de vedere intuitiv par a fi bune: 


T 


.. 
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5 


Pozitia coardei este determinată de mijlocul ei. Mij- 
locul laturii triunghiului echilateral înscris într-un cerc (C) 


Sar : ; COR EUR. 
de razà R este situat la distanta 2 de centrul cercului. Dacă 


mijlocul coardei cade în interiorul cercului (C^) concentric cu 
cercul (C) şi de rază : , seobtine solutia problemei (fig. 8.82). 
Rezultă cá: 
RA)? 
pore Hu VA 
uc) nd? 4 


2. Fixàm în punctul A o extr mitate a coardei, iar 
cealaltă extremitate este într-un punct oarecare B pe cercul 
(C) (fig. 8.8 b). Dacă A, si A, sînt puncte care împreună 
cu A împart cercul in trei părți egale, obţinem soluția pro- 


y 


blemei dacă. B este situat pe arcul Ado: 


Rezultà: P- 


3°. Considerăm fixă direcția coardei. Ducem diametrul AB 
perpendicular pe această direcție și notăm cu C si D M 
cele segmentelor OA repsectiv OD (fig. 8.8c) Dacá mijlocu 
coardei este situat între C și D obţinem soluti proble mei, deci 


Cele trei rezultate diferite 
caz, am considerat o altă m 
Fie 


s-au obținut deoarece, în fiecare 
iásurà elementară şi anume: 


0 = و — 5190 + 26050 


5 o 


ecuația coardei. Obtinem toate coardele cercului 4? + 3°? = R? 
M. 0 s < 0 IR L AS R: 

În acest c: iz, mijloc d coardei are coordonatele polare 
esi e iar elementul de arie este edgd0. Deci măsura ele- 
mentará utilizată este: 


dG = pdpdd 


S T, 


2°. Fie x şi B unghiurile pe care dreptele OA, respectiv 
fac cu axa Ox. Avem: 
: o : z e 
a = 0 = 210005 >; f = 0 + arccos =. 
R R 
Măsura elementară dG — 


dedB devine tinind seama cá 


dG = ded0. 


caz in care s-a ales mäsura elementară inva- 
le grupul tr: js URNA ortogonale este cazul 8 
blemei este 


à 
yx L 
La Same 
Perechi de drepte în plan. a le rezultate 


st par: gral au fost obținute de gcometrul englez 
publicate în 1886. 


Să co 
Dă COI 


isiderám o pereche de drepte (d,) și (da), luate la 


întîmplare în plan, de ecuaţii: 


(8.30) 


iar măsuri 


D 0 


Măsur: 


۸ 005 ره‎ - y SHY Qi مب‎ TRU 
X4 COS Qə / sin وم — وی‎ = 0 


رد0 1۸۵) رجا 12 = ول dE,‏ 


| unci RT AN de astfel de perechi este: 


,و1 و1۸۵ ,1 02 ۳ = p(o)‏ 


domeniul din spaţiul parametrilor corespunzător 


mulțimii 9m, 


Rezultă 


ave 5 


cit pt le | 
(8.32) 
1 
103۳ 0 
Să dá 
Din 


(dj) și (d) intersectea 


de aici cá măsura mulțimii perec hilor de drepte 
ectează o curbă închisă convexă (T) de lungime L este: 


WV dP,do,dp,de, = i ۳ 


sînt domeniile din planul (p, e) pentru care 
ză curba (l) deci: 


df,do, M d$;dos; 
JID, 


1 


iecare pereche de drepte este luată de 2 ori). 


m acum o altă formă măsurii (8.31). 


cuatiile dreptelor (dj) ) si (da) ) deducem 


y sin pi‏ -4 ره 605 a‏ حد وم 

وه +Y Sin‏ وه COS‏ = وم 
D(b,, b.)‏ 
j SET (P2 91).‏ 8 


iar măsura (8.31) devine: 


(833) (M) = NW [sin (qa — (ره‎ | dxdyde,doz, 


unde D este domeniul din spațiul parametrilor (x, y, برچ‎ Pa) 
drift domeniului D, iar x şi y sînt coordonatele 
punctului de intersecţie al dreptelor (d) și (da). 
Prima teoremă a lui C rofton. Măsura mulțimii perechilor 
de drepte care se intersectează în exteriorul curbei închise 
convexe (T) este: 


7 . 1 D e 
(e — sin a)dxdy = — — m 
JID ^ 


a fiind unghiul dintre tangentele la curba (D) duse din punctul 
M, oarecare, exterior curbei, /2 fiind mulţimea, puse lor 
din plan, exterioare curbei. 


Demonstrație. Multimea perechilor de drepte care inter- 
secteazá curba (T) este formată din mulțimea perechilor de 
drepte care intersectează (L) avînd ca punct comun un p: 
din interiorul curbei (T) — vom nota p (SIC) măsura ac 
mulțimi — și din mulțimea. perechilor de drepte care inter- 
sectează (T ) avînd ca punct comun un punct din exteriorul 
curbei (T) — notăm cu (Ma) această. măsură. Deci: 


(8.34) (910) = سوام‎ + u(9). 


'Finind seama de (8.32) avem: 
"s eu. Ixdy UV 1sin(o n cito PL 
pM) = —W did | SIN وم‎ — 9 1891692, 
a JJA 0 J0 


unde & este DUNS punctelor interioare curbei (F 


Avem: 

RT. Clu Vido 

| SIN(po — 91) 1691092 

0 Jo 
tr EE .-, : CE ۱ P 
A اوه‎ ۱ SING; — ode, : ( sm (po 0,0, | 2a 
4J9 i L F Js | 
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۱۱ dady = rS. 


Fi م‎ Și y unghiurile dintre axa Ox si tangentel 


duse din 
Avem: 


; Ws aza 11 SIn (Qa — qi) | جرج‎ 


unde D este mulțimea punctelor din plan exterioare curbei 


Pı «| e 
“| 
== 2(a — sing), cu g = y — B. Deci: 
(8.36) Uu (8f, .) ۱ (a — sina) lady. 
on i 


Tinind seama de (8.32), (8.94) si (8.35) rezultă: 


(8.37) ۱ (a — sin a)dxdy = - TS. 


Din expresia măsurilor (M) și (M) rezultă: probabili- 
a ca două secante oarecare ale curbei convexe închise (T) 
gime D sé arie S sd se intersecteze în interiorul curbei 
-un punct este 


ES, OQ 
3.38) p' ات‎ 
25 
E xeandlu 
8.7. Să determinăm valoarea medie a lungimii ur i 
Une 


arde A a curbei închise convexe (T) de lun 
۱ 1 


ie 5 gime L şi 
wie J 
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Avem: 


" 


unde D este domeniul din planul (p, 9) care coresp 
telor curbei (IL). 

Fie o poziţie fixă a dreptei (d) care intersectează curba (T) 
` două puncte P, și Py. Avem: 


u (3C ,) je 3m 12 do, W, دوم‎ 


| Ds 


Y 


unde D, e domeniul din Cid (p, 9) care corespunde pozitis 
ilor dreptei (4,) care intersectează segmentul P,P,, tar Dy 
domeniul din acelasi plan care corespunde poziţiilor dreptei 
(d) care intersectează (I). 

Dar: à 


M dp „po 2) 

JJ», 

e si TA Ren 

i : pu a Lic 
۱ adp dp = ۱ dei | Adp, = z 71۸ == 705 
Dj j J0 Ju, Jj 


de unde rezultă: 
(8.39) d UA 20۸۵, =S 
[4 


S1. 
D 


8.7. Măsură cinematicá în plan. No vom ocupa in conti- 
nuare de determinarea măsurii unei familii de figuri congru- 
ente cu o figură din plan. ME MF 

Fie o figură (T) şi mulțimea OL a tuturor figu ilor con- 
grunte cu (1) din plan (mulțimea figurilor obținute din (FP) 
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Lu 


prin tran mări ortogonale). Această mulţime este másu- 


rabilă și are ca măsură, măsura cinematică a grupului trans- 
formárilor ortogonale din plan numită și măsură cincmaticá 
în plan [37]. 

Dacă grupul transformărilor ortogonale este 


(8.40) X = X'coso — Y'sing + x 


Y = X'sin 9 + Y'cos 9 +y 


grupul atașat grupului de invarianță al familici are ecuațiile; 


4 = X' COS o, — y’ sin pyp 
(8.41) y = x sin 9, + y' cos e 


P= p 1 بوچ‎ 
Din sistemul lui Deltheil rezultă funcţia invarianță 


P(x, y, 9) — 1 


maticá in plan este [37 


urà elementará 
a dat o altá 


icá ín plan. 
acestei măsuri și 


n, punctul P(x, y) și dreapta (d) care trece prin P. 
cu o hiul dreptei iu Ox, p distanţa de la 


: la dreapta (d), 9 ung hiul dintre axa Ox si 
r ptă și ¢ distanţa de la proiecția lui O pe (d) 


tul P, avem: 
X = p cos 0 + ۶ sin 0 


ym sin 0 —£ cos 0 


GAF: 
Dir, y, p) 
D(p, 9, 1) 
deci; 


dxe lydo dpd 0d£ 


(8.44) ax dpd0d£ = 1614 


dacă orientarea figurii nu intervine 
Exemple 
8.8. Sá se determine măsura mulțimii curbelor închise, 
convexe, congruente cu o curbă (F) de lungime L și arie 
S care log ور‎ te un segment fix de lungime ۰ 
Măsura elementară a acestei mulţimi este măsura elemens 


tară cinematicá (8.44). 1 
Fixăm dreapta suport bi care se găseste fepe si 
facem să varieze f. Dacă X este lungimea coardei determinată 


de (T) pe dreapta: 


۱ A | 3 a) i ۳ (A 


unde D este domeniul din planul parametrilor (5 
corespunde poziţiilor dreptei (4) care 
Avem (vezi 8.35): 


(OR) = 7( 0, 


, 0) care 


intersec tează (P ). 


۳ 2۷1 8 E 


E 


deci 


Dd 
~ 


De aici rezultă: probabilitatea ca un segment de lungime 
1 care intersectează o curbă închisă convexă (T ) de lungime L 
și arie S să intersecteze o curbă închisă convexă (V) de lungime 
L, şi arie S, interioară curbei (V) este: 


۲ لت و‎ 4] 
(8.46) pub sue 
1 rS -+ IL ^ 


8.8. Familii de drepte în spațiul euclidian بو‎ 
E, familia dreptelor de ecuaţii: 


Fie în spatiul 


(8.47) 
unde a, b, p, و‎ sînt parametri, iar û și و‎ sînt coordonatele 
balut de intersecţie cu planul xO y 

Grupul de invarianță al acestei familii este grupul trans» 
formárilor ortogonale: 


=a + asy + xo 
(8.48) y = By. - Bon F Yo 
و‎ yx F Yay! F 20 


unde 


04 = COS & COS Y — sin «cos B sin y, 


i 


aq = — COS a Sin y — sin a cos Û cos y, 


dg = Sin a sin m 
B, = Sina cosy +- cosa sing sin y, 
Ba = — sina siny -|- cosa cosf cosy, 
Ba = — cosa sin f, 
Y = sina siny, yg = sinp 


COSY, Yg = ۰ 


Xo Yo 20 €, D, y fiind parametri. Aplicind această transfor- 
mare dreptei (8.47) aceasta devine: 
x! m a'z’ ^ gm b's' q' 


993 


مد اس 


i 


unde s-a notat: 


| aya — وه‎ 
" S bya — Pa 
~ n6 
nb 
۱ d H و1‎ 
p | Zab سل‎ g — V 
| سح ون‎ pe 
| B. — yib 


Coeficientii transformărilor inf 


grup sînt: 


Eu = 0, ور‎ = ab, £4 = 1— a, £4, — 0, £,—0, £4 =0: 
a; Egg = 1 + 0, £5, = ab, ور ,0 موی‎ 0, Eas = 0, 
9, 53» = aq, Eas = ap, Cu = 1, Eoas = 0, Ex = 6, 
241 P 5a bq, Eas = yp, £4, = 0, fas = 1, Es =b 


$3 — ey. | | Xy ] 
i | 
8 ] | 
ta b | Bi- | 
; ES Leid V 
9 
ra — Ya | 9, — Yid ya | 
| 
8 ره‎ | 
Pa (29 | i و8‎ - Y b ول‎ = D | 
da - ya | 
B, — Ys | , 
is 0 
«3 — yb | 
| 
8a E Y2b | 


ale ae AE 
ale acestui 


iar sistemul lui Deltheil este: 


20 2d 

b M 
da 05 i d 
2% 


ID ER 

ap wu 04 

2 N 2 

ia - aq x - 04 ui = — 4bdo 
db op 04 à 
25 N^ 20 , „99 

b i qp D i bp ar = 4a D 


(1 j- a?) ed 1 ab 
[^2 
op 
0 
| op 
290 و‎ 
24 
20 29 
op — 24 i 
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Solutia sistemului este: 


De pulos dr 


(a? + b? + 1)? 


Măsura mulţimii M a dreptelor din spaţiu este: 


3) 


: i) e T k da db dp dg 1 
d D ue sse Ts 


fiind domeniul din spaţiul parametrilor, (a, b, p, «‏ و( 
punzà ător multim 1.‏ 

Notînd cu 0 unghiul dreptei (8.47) cu axa Oz si و‎ unghiul 
fácut de proiectia dreptei pe planul xOy cu axa Ox avemi 


tg 0, b 
jar măsura, elementară a mulțimii dreptelor 


(8.51) dG 


(8.50) 


g) cor. S» 


a = coso sin ptg Û, 
din E, devinet 
z | 5100 cos ۱ | dpi 10190 


dQ = |sin 0 [| 0 
obțin m: 
(8.51) dG = |cos 0 | dxdy dO. 
Exemplul 8.9. Să determinăm măsura mulțimii Ol a 
dreptelor care intersectează un. domeniu plan D de arie S. 
Putem considera domeniul D în planul xO y fără a diminua 


*eneralitatea problemei, deoarece măsura elementară dG 
este invariantá la o mișcare euclidiană în spaţiu. Dec i 


سے 
t‏ 
v‏ 
£g‏ 
EN‏ 
c‏ 
i‏ 


unde D, este VIN, din spaţii ul parame trilor (x, y, o, 0) 
Y CES mulţimii M, (se mai notează prin a € fi 


n D e 91). 
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5 — Introducere în teoria probabilităților 
0 


Fie (3) o suprafață de arie S. Dacă o dreapta oarecare 


Inte 
(8.53) 


sectează suprafaţa in n puncte: 


W.. cnzse) ndG — 


1 
E, 


Dacă suprafaţa este mchisá convexă, n = 2 şi 


na T 
o apres 
JJ ل‎ ۱ i 2 


Do} 


(8.54) 


— lb. 


v 


De aici rezultă cà: probabilitatea ca o dreapiă care inter- 
seciează suprafața închisă convexă (2) de arie S sd intersecteze 
şi suprafata închisă convexă (X4) de arie S, interioară lui 
12) este: 


; S 
(8.55) psi, 
; S 


8.9. Perechi de puncte. Fie în spaţiul euclidian E; mulţimea 
punctelor M(x, y, 2). Grupul de invarianță al acestei familii 
este grupul transfor mărilor ortogonale. Se arată ca și în 

cazul planului, că măsura e lementará a mulţimii punctelor 
din spaţiu este: 


4 


dP = dxdyds. 


Rezultă că măsura elementară a mulțimii perechilor de 
puncte P (%1 yp 2: Palo Ya Za,einvariantă la grupul 
transformărilor ortogonale 


(8.50 dP iar; 


da, dy ولو رورش‎ 


De aici rezultă că măsura mulțimii M a perechilor de 
puncte situate în interiorul și pe o suprafață, închisă convex 
care mărginește volumul V, este 


(8.57) u(&) = D GEB C 


E 
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Notind cu 0 unghiul dreptei P,P, cu axa Oz, 9 unghiul 
dintre proiecția, acestei drepte pe pl unl xOy si axa Ox, 
&,, & distanțele de la proiecția originii să drcapt: vo Pa 
punctele P, respectiv P, și (p, q) punctul de int Scu RE al 
dreptei cu pk lanul 4Qy avem: 


(8.56) dP,dP, = (A — 15)? |sin ۵ cos 9 | dpdgd 2d 0d/,d/, 


sau tinind seama de (8.51) rezultă formula lui Blaschke 


[3] (p. 72): 


ded Ps (t ta)” dGdé dta 


Cu aceasta (8.57) devine: 
(O) —- 
J 


D fiind domeniul din spaţiul parametrilor (g, 0, p, g, fy, 2) 
care corespunde mulțimii ما‎ 

Dacă A este lungimea coardei determinate de (>) pe o 
dreaptă oarecare (G), notind cu a și û distanţele de la proiecția 
originii sistemului de axe pe (G) la punctele de intersecție ale 
dreptei cu suprafata avem: 


(858) (®) D o 


MA h) d6d4 dl; 


S: 


rl 


De aici și din (8.57) rezultă: 


(8.59) | ۱ MdG — Gy? 
1 JJ Jana! 
iar valoarea medie a variabilei aleatoare £ — M este: 


(4) j 


۱ dE 1973 


8.10. Familii de plane. Fie in E; 


mulțimea planelor de 
ecuatie: 


(8.60) ux oy + wz + 1 = ۰ 


Grupul de invarianță al acestei familii este grupul (8.48) 


al transformărilor Ner Aplicind acest grup planului 


(8.60), el devine planul de ecuaţie: 
nl pi 7 2 
Wa o 10 
unde am notat; 
"t ew 4 B, Yi 
eu Bv 4 1 
" اوه‎ -+ Bs 
V i 
ot B yu 1 
A a! B. ^ 
w : i 
eps e ea Y U A 1 


sti ficicnfii transformărilor infinitezimale ale acestui 


grup sînt: 

t d i sale 9p NUT. 
£u v, Go = 0, £y DU, 4ج‎ H7, Sis HU, Cie 
e uw, Eo 4, هو‎ Eod DUREE HU, Ey 
VE v’, bas Vw, Cgi 0, وی‎ i a 1 E 

WU, Ess vi, E. w? 
Sistemul lui Deltheil esti 
» ^ : 
GP go O 
u Hut wo — -—40 
Qu Qv eu 


10 سب مس‎ d 
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și are soluția: 


9100, 0, QU سس‎ 


2) măsura elementară a mulţimii planelor 


Deci ((14] pag. 72 
la grupul transformărilor ortogonale este: 


din spaţiu relativ 


(8.61) TEMO ME 


(u^ لد‎ v* j 1)2)2 


ü 


Dacă scriem ecuaţia 


(8.62) 


planului sub forma normală: 


x sin 0 cos ọ + 


y sinl sin 9 +z cos 0—p =0 
obtinem; 
(8.61) 
Exemplu 

8.10. Să se determine măsura mulțimii planelor care 
intersectează un segment de dreaptă de lungime /. 

R. Măsura elementară dE este invariantà la grupul trans- 
formárilor ortogonale din spațiu, deci putem presupune 


segmentul situat pe axa Oz de la O(0 , 0, 0,) la A(0, 0, 2). 
Măsura cerută este: 


dE = |sin 0 | [dp dọ d0]. 


p | “ sin 0 ( ap nl. 
0 9 


Dacă (T) este un arc de curbă rectificabilà de lungime L, 
notind cu n numărul de puncte în care un plan îl intersec- 
tează, avem [48]: 


po 


(8.63) u + 1 d 
9 


(8.64) W «dE = aL; 
وید( رل‎ 
jar dacă curba (T) este închisă şi convexă, n == 2, deci formula 
devine: 
(8.65) ( ay m 
۱ (51 0 T3 2 


[ow] 
وخ‎ 
[i] 


Să considerăm acum mulțimea. planelor care intersecteazá 
un domeniu pon D de arie S, mărginit de o curbă convexă 
închisă (T). Fără a diminua gener: alitate a putem presupune D 
în planul on Planul (E) de ecuatie (8.62) intersecteazá 
EM xOy după dreapta: 


: ? 
X cosp + y sin og — —— = 0 
5 sin 0 


2= 0 


Pentru 0 si ọ dati, tinind seama de (8.39) si notind cu A 
lungimea, coardei de terminate de curba (T) pe această dreaptă, 
avem [48]: 


(8.66) ۳ 2 


sin 0 


vro 
unde وم‎ = f$ sin 0, وم = رم‎ sin 0, po, Pi fiind distanțele de la 
origine la tangentele la (T), paralele cu direcția corespunzá- 
toare valorii date lui ọ. 
Integrala: 


jj, 
- با‎ a 


= AsinO0 dp 0 


0 sin 2 


a 2 
p ] sineoaoţi: MP Lt s 

unde D, este domeniul din sapit (p, 9, 0) corespunzător 
mulțimii planelor care intersectează domeniul plan. 

E. Barbier, în memorii, a considerat mulțimea a planelor 
care intersecteazá o portiune de suprafatá dată (X) de arie S 
si notînd cu A lungimea curbei de intersecție a ee (X) 
cu planul (E) a dat formula 


(8.67) E 


Qj EIE 


care se obţine deci printr-un procedeu de trecere la limită in 
formula de mai sus, 
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Teorema lui. Minkowski. [33] Fie (E) o suprafată convexd 
închisă analitică. Jones multimii  planelor care  inbersece 
tează suprafața este: 


(8.68) ice W. pd 4 W. Hds 


unde 2(9, p) este functia de sprijin a suprafezei, (3) este 
sfera unitate cu centrul în origine, df =| sin Û | [d 9d 0], 

1 R 1۱ 
HER RUNE | este curbura medie a suprafeței (X) 

mci VI ۳2 
do elementul de arie pe (X) 

Fie un ovoloid (X) şi un plan (E). Notînd cu o aria scc- 

tiunii determinatà de (X) pe (E) avem: 


iar 


Ja(znrse) 0 ^ 


i J 


tp وا‎ fiind distanţele de-la origine la planele tangente la ovo- 
loid, normale pe direcţia (9, 9). 


Dar: 
V هه‎ = Y 
Jf 
deci 
(8.69) ( „ode - xV. 
Ja Enzx*e 


formulatá de Czuber [12], $ 732). 


8.11. Măsura cinematicá in spațiul E, Definijie. Fie în 
spațiul £; o figură (K) si mulţimea 3i a figurilor congruente 
cu aceasta. Mulțimea aceasta este măsurabilă și are ca măsură, 
misura cinematică a grupului transformărilor ortogonale din 
spațiu, numită măsură cinematică în spațiu. 

Fie: 


Bx, y, ات‎ 0O 
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dK = [sin 0 | da db de do d0 di 


T 


AL este: 


ia dO — [sin 0 | 0۸ 40, dP = da db 4 


(870) Flax + asy + az + a, bu 


aptă (G) de ecuații x == cos q tg Oz + 
NV Ties + p, sin ọ tg 02 | care trece prin punctul مق‎ 
sino cost) sin y; dz = — coso Sin — EE b, c) şi fa axa Oz unghiul 0, iar proiecția ci pe planul 
i notind cu ¢ distanța de la proiecția. 


Notînd cu 0, o, Û, unghiurile lui Fuler, avem: 


(, = COSO COS 


s ' 
— sino cos? cos با‎ 


n 


de o sinô, (G) la punctul P, avem: 
b sine cos Û + cose cos sin $, bs — sin ọ sind A 1 ir F 
1 "n Y i 1 : gsin ọ cos o sin?0 — / cos ọ sin 0, 


¢ cosp COSU COS, 


lij. coso sin. > cos o Sin?0 + g(1 — sin?o sin?0) — £sin o sin 0 
1 1 ۱ 1 / y ù 


sin cos, ca == cos 6; 
iar a, b, c, o, 0, sînt parametrii familiei. 
Grupul de invarianță al acestei familii este grupul (8.48) 


i 
care aplicat suprafetei (8.70) ne dà: 


€ sin 0, sini, Ca 


' + p cos o sin 0 +g sin o sin 0) 


cos 0 


PELA A , ۶ 


pa pa m Ky , 7 1 AO NE ifi 
(871) Fiar + asy! + aa tarth bix A ba) 


cinrematică devine: 


unde IA [sin 0 cos 0 | d? 10020 0df d 


ama de formula (8.51), 


dK = àG d£ ۰ 


— 
AK = dE dK, 


9; a determinat măsura mulțimii segmens 
de lungime / care interscctcazá un corp convex 
ui volum este V si aria S, si anume; dacă à 


bla, 6, 6 o, ü, p) = sind 
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este lungimea, coardei determinate de corpul (ls) pe dreapta 
(G) avem: 


unde D este domeniul din spaţiul (p, q, 
mulțimii de drepte care intersectează K. 
Dar din (8.52) avem: 


iar 
(If, aad ce sac. 


Fic P punctul in care dreapta (G) intersectează un plan 
(E) si să considerăm integrala 


Fixind planul (E) si avînd în vedere formula. (8.69), avem: 


e 1-8. E [ben 
Pa AN SQ AE = 2. 
JJENE FO 


Dacă fixám dreapta (G) avem în baza formulei (8.63): 


P e 


Egalind cela două valori ale integralei 7 rezultă 


(8.74) a ME „IG = 257 


Rezultă! 


(8.76) Uu = 
$ 
Dacă segmentul se reduce la un punct, / = 0 sl 
(8.77) ۱ |a = SRV. 
. PEK 


Din (8.76) rezultä că probabilitatea ca un segment de 
lungime / care intersectează un corp convex (K) de arie S si 
volum a să intersecteze si un corp convex (K) de arie S, 
şi volum V, interior lui (K) este: 


i RAE 
Tot de aici rezultá cá másura multimii corpurilor convexe; 


congruente cu un corp (K) de arie S si volum V care inter- 
secteazá un segment fix de lungime d este 


(8.78) Ux 2r (4V L IS). 


Din (8.77) rezultă că măsura mulțimii corpurilor convexe 
congruente cu (K) care contin în interior un punct fix este 


8.12. Problema lui Buffon. Extensiuni. Reamintim pro- 
bioma acului: se consideră un parchet format din lame paralele; 
avînd ldlimea a; se cere probabilitatea ca um ac de lungime 1, 
(| < a) aruncat la intimpl are pe parchet, să cadă pe una din 
liniile despărțitoare ale ren 

Am văzut cá această problemă poate fi reformulată astfel: 
id dat un segment de lungime şi un sistem de drepte paralele 
se găsesc la aceeași distanță a (a > 1), să se determine 
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frobabililalea ca una din dreptele sistemului să intersecteze 
segmentul. 

Dacă vrem să facem un studiu direct al acestei probleme 
putem considera liniile despártitoare paralele cu Ox, una din 
ele fiind Ox. Considerăm dreptunghiul 90, 0), 4(5,0), B(b, a), 
C(0, a) (fig. 2. și vom nota prin P(b) probabilitat ^a ca un 
segment de lungime / care are o extremitate in interiorul 
dreptunghiului să intersecteze dreapta y == a, Soluţia pro- 
biemei lui Buffon va fi 


Py py 


Avem 


unde u (XN) este măsura mulțimii segmentelor c 
extremitate în interiorul dreptunghiului OA BC si care inter- 
Secteazá dreapta y = a, iar p (9) este măsura mi Iin imii 
segmentelor care au o extremitate în interiorul dreptunghiului 
OA BC. 
Tinind seama de expresia măsurii cinematice din plan si 
tinind seama de faptul că poziția. segmentului (acului) este 


erat) 


determinat lis de coordonatele (x, y) ale extremității si de 


'hiul făcut cu axa Ox, rezultă: 


7 
e(t) = V aof a dy = zab 
JU a 9 


«p 


Es x j 
uN | doj Rn di 21b 
LU „i 7 € ['] 
Avem 
^ Qf 7 27 
(8.80; P (b) es 
T 
deci 
EN zi 2] 
(8.81) E eS PUE 
1 ما‎ Ta 


Acest rezultat este remarcabil prin faptul cá este susa 
ceptibil de verificări experimen ale, fiind di punct de vedere 
istoric, primul exemplu de aplicare a metodei Monte-Carlo. 
Elpermitec culul aproxim: ativ th eat 4) Pentru aceasta 
se. aruncă acul pe parchet de n ori şi dacă n’ este numărul 
de aruncări în care acul intersectează una din lamele par- 
21 


TA 


chetului atunci putem lua ca estimatie a numărului 


raportul- de unde deducem: 


n a 
70 وس وم مد‎ 
2 


problemei acului a lui Buffon este urmă- 
forn ald din dreptunghiuri de laturi, a, b, 
alea ca un Seg ment de lungime 1, 
rețeaua, 

unul din dreptinghiurile rețelei cel cu virfurile 
0,0), A(a, 0), B(a, by, C (0, b). Probabilitatea cerută este 
dá cu probal bilitatea ca un se gment. de lungime 7 al cărui 
c este în interiorul dreptunghiului să intersccteze una 
> jui. Dacă g este probabilitatea ca un astfel de 


x 


ă nu întersceteze laturile dreptunghiului, avem 


it 


2 


Se vos de 


Ic 


bQ 


Măsura multimii segmentelor care au mijlocul în interiorul 
dreptunghiului OA BC este: 


v (9t) Wok NI NT M eh 


3 


l دوه‎ 0 7 sin 0) f l cos 0 | sin 0) 
( / N , 4 $ v SIH 
) sa , 3 H E a a , ^ R 2 
J 1 d, i 


(fig. 8.9). 


Segmentele care fac cu axa Ox unghiul 0 şi au mijlocul 
în interiorul dreptunghiului 0'A'B'C” nu intersectează la- 
turile dreptunghiului OA BC. Măsura mulţimii acestor seg- 
mente este: 


T 2 cos f) isin § 
"n^n ^O xs » م‎ 3 
(N) ME | aoj da dı 
U J0 Ji s0 Ji sin 0 1 
AO de voe 
xe l(a + b) 


de unde {14]: 


(8.83) pc 


mab 
Dacă facem aici a — co obținem; 
27 


nb 


pP 


Buffon 


care este tocmai soluţia problemei acului a lu 
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Discutia completă a 
din punct de vedere al p: 
2 


e 


n 


latură si din probabilita: 
consecutive ale unui dre] 
Avem: 
p 
pora 
P, 
gi 


(8.84) 2 f i Po 


Rezultă: 


12 
4 un 4i 
p ' Pa 
Tab 


În particular, pentru 


a segmentul să intersectie 


i se compune din probat 


acestei probleme este interesantă 
obabilitátilor totale. Probabilitatea 
ze o latură a rețelei paralelă cu Ox 


T 


ilitatea ^, dea intersecta o singură 
tea Pa, de a intersecta două laturi 


'tunghi al rețelei, 


3 


Sois Pa | Pat 


! 
Pi no Pab 


07 2 0] 2 
al [2 at [ 


» Pp us 
1 i rb 


T rab rab 


p b avem: 


1 Mr eng 
بو مس و۳‎ Da ما اه اد‎ 


Vom da în cele ce urmează cîteva extensiunii ale „problea 


mei 


în spațiul eucli 
ortogonale un ovoloid ( 
curbură medie este H: 

Am vázut cá măsura 
spațiu se scrie: 


acului“ în spaţiul euclidian Ea ([45]. 


dian Eş de coordonate carteziene 
>) de volum V şi arie S si a cărui 


elementară a mulțimii planelor din 


dE = [sin 0 | 4210080 = dp dO 
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și măsura mulţimii planelor care intersectează un segment 
de lungime 4 este: 


(8.85) m 


E 


1 


iar măsura mulțimii planelor care intersectează o curbă închisă 
convexă de lungime L este 


(8.85 


A 
— 
T 
to 


Notînd cu y lungimea curbei de intersecţie dintre planul 
(E) si frontiera (82) a ovoloidului, si cu o aria secțiunii 
determinate de (X) pe (E) am arătat că: 


(8.86) Me sdE = FS 

si 

(8.87) W. s PD dp p 
JJJtzrnzze] 


Dacă notăm: 
H îi H da 


do fiind elementul de arie pe suprafața (9X), formula lui 


Minkowshi.se scrie: 


838) W. 


Fie în spaţiul E, o sferă de rază R și un segment de 
lungime / interior ei. Tinind seama că în cazul unei sfere 


de raza R avem H = —, rezultă H = 4rR, deci, măsura, 


multimii planelor care intersectează sfera este 4x R. De aici 
şi din (8.85) rezultă cà: 

Probabilitatea ca un plan aleator uniform repartizat 
într-un domeniu care contine o sferă de rază R care intersec- 
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tează această sferă, să intersecteze și un segment de lungime 
l interior sierei este: 


Această formulă ne dă o primă extensiune a problemei Iud 
Buffon și anume: 

Propo: dia 8.1. Fiind dată în spaţiul euclidian E, o reţea 
formată din plane paralele echidistante situate la dist: anta 
a, probabilitatea ca un ac de lungime J 0 < a), aruncat pe 
rețea să intersecteze un plan al ei este; 


7 


1 
2a. 

Din formula (8.85') rezultă că măsura mulțimii planclor 
care intersectează un cerc de rază y este nr? Având în vedere 
că măsura mulțimii planelor care intersectează sfera de rază R 

este 4x R, rezultă că: 

Probabilitatea ca un plan aleator, uniform repartizat 
într-un domeniu care contine o sie ră de rază R,c are mr C 
teazá această sferă, să intersecteze si un cerc de rază < R) 
situat în interiorul ei este: 


De aici deducem: 


Propoziția 8.2. Fiind dată în spaţiul euclidian Ea © 
rețea formată din plane paralele echidistante situate la dis- 


P 


tanta a, probabilitatea ca un cerc de razá du 


aruncat pe reţea să intersecteze un plan al ei este: 


f TP 
(8.90) 2 = 2a ۰ 

Să considerăm acum o rețea formată din parale lipipode 
cu laturile a, b, c, care acoperă spațiul Ea. Vrem să deter- 
minăm probabilitatea p ca un cerc de rază y să intersecteze 
unul din plancele reţelei. 
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Această probabilitate este egală cu probabilitatea ca un 
cerc aleator de rază rz, uniform repartizat într-un domeniu 
care conține unul din par: Melipipedele rețelei, al cărui centru 
este în interiorul paralelipipedului, să intersecteze feţele 
acestuia, 

Fie (Xj) un paralelipiped oarecare al reţelei. Volumul 
lui este V = abc, tar aria S = 2(ab +- bc + ca). De asemenea, 
vom nota cu (K) un cerc mobil de razá r. 

Dacă q este ` probabilitat a ca cercul (X) al cărui centru 


este în interiorul lui (Xj) să nu intersecteze fețele lui (X) 


3 


p 1 q. 


Notind cu M mulțimea cercurilor (K) al căror centru 
p este in interiorul lui (Xj) avem 


(8.91) u (SIL) Ns qK 
vid puts ۱ ۱ ez 5 
m oe ftum ree 
= 1 dg 1 do 1 sin 0d 0 WM 3 dP = 00 


Ç 


Dacă notăm cu S mulțimea crcurilor (K) al căror 
ce ntrü este în interiorul lui ( Zo) 5 nu intersecteazá fetele 
id seama de expresia măsurii elementare cine- 


matice dK = dEdK, unde (E) este un plan orientat, iar dK,; 
măsura elementară cinematică din acest plan, avem: 


Dar: 
a bd P 
dA = dU EA 
P, fiind un punct în planul (E), iar à unghiul de rotaţie 
| (E). 


nă pe planul (E) un para- 
m c si perimetru y. Notind 


1 
arale lipipedal 8 determ 
lelogram (P) a cărui arie o notă 


Ex Ee mm 
E 
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cu (3) paralelogramul interior lui (8) ale cărui laturi sînt 
paralele cu ale acestuia și la distanţa v de ele, aria lui (8) 
este: 
۲ | 
d = و‎ (y y 
unde y' este perimetrul lui (8) 
Cu aceste notatii avem: 


— 


e. 
E 
As. 
t 
pan 
“کے‎ 
ی‎ 
y ~u 
wia 
a 
tola 
| somnos | 
E 
ois 
1 
4 
esae 


u0) = 24 dE ۱ T uda DAE. 
En Ee] (bt e] NS 


Tinind seama de formulele (8.86) si (8.87), obținem: 


md E 


(8.92) uN) = 2۳2 — — 9 — ST, 


unde S' este aria paralelipipedului interior lui (Ùp 
ale cărui fete sînt paralele lui (Zo) si situate la distanța ș 
de acestea, adică: 


S'—9—2)6—2) + 6—2)6—2) 4 &— 
— 27) (a — 2r)) 


deci ^ 
(O) = 2z?abc — n3(ab + bc + ca) r + 2:2 (a + b -- c) 8 — 
- 67372, 
De aici şi din (8.91) deducem: 
و‎ niab + be -+ cay 1 rla + b + c)? oni? 
g 2 abe abc abc ` 
de unde: 
(8.93) ? plab 3 bc + car n(a +- b 4- er E 3al D 
à 2 > abc ahi 


16* 


lia 8.3. Fiind dată în spațiul euclidian E, o rețea 
n paralelipipede de laturi a, b, c, probabilitatea 


formată di 


M AS 
ca un cerc de rază y, (r < — min. (a,b, c)), aruncat pe retea; 
9 le "Y. 


y 


să intersecteze un plan al ei este: 


z(ab + bc 4 cay tla b oew? , 8m? 
2 abc abc abc 


. Fácind aici b, c > co regăsim probabilitatea ۰ 
În cazul unci rețele formate din tetraedre regulate de laturi 
a obținem în mod analog: 


3y b (a? — 21/6 ar + 1972 


EXERCITII.SI PROBLEME 


8.1, Pe segmentul OA de lungime / situat pe axa Ox se 
alege la intimplare un punct B. Sá se determine probabili- 
tatea ca cel mai mic dintre segmentele OB si BA să aibă o 

: | i 
lungime mai mare ca —. 

3 3 


8.2. Într-un cerc de rază R se marchează la intimplare 
un punct M. Să se determine probabilitatea ca punctul să se 
săsească: 1° în interiorul unui pătrat înscris în cerc; 2? 
într-un triunghi echilateral înscris în cerc. Toate pozi 
punctului M în cerc sînt egal posibile, 


ră 


(s. 1°, P = zi 9, p 4 


m 
A 
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8.3. Pe un segment AB de lungime ۲ sînt fixate la intim- 
plare douá puncte C $i D. Care e 0 toa « 
C să fie situat mai aproape de D decît de A? Poziţiile pun 


telor C și D sînt egal posibile. 


8.4. Un indicator de semnale se com 


zitive. Ficcare din cele două semnale este egal posibil 


ste probabilitatea ea punc 


pune din două di 


în or 


(¢ > T). Să se determine probabilitatea ca indicatorul să 


R. P=— = 


8.5. Se aleg la întîmplare două numere pozit 
mai mici sau egale cu 2. Să se determine [ 


P w E s V us M 
produsul lor să nu depăşească 1, iar ^ să nu depăşească 


8.6. Pe un cerc se iau donă puncte la întîmplare. Să 
determine valoarea medie a distanţei dintre cele două 


R. Fie arcul AB unde AB = x. Probabilitatea 


punct M să fic 


situat pe arcul 4B 39 = 


e 


(n. psu 


ive 
probabilit: 


> 4 ȘI y 


atea ca 


A 


i 3 


O 5 
; 1 VERS BRE MEE A PEDES. 4 i 
-+ dx) =-= dfarcsin rd valoarea medie căutată este m = 


2 ; x EENE 
r--— arcsin — = P(AM. 
T 2R 
T 2R 
9 CIR 
7 Jo 2 
2.[2x 
= 2R 
T JO 


1 ۳ ۰ x ^ ۰ 
۱ X d(arcsin zi Punind x = 2R sin Û, m 
L 


an odo ct 


iv 


امس 


8.7. Pe un segment AB de lungime J se iau la întîmplare 
două segmente de lungimea a. Să se calculeze valoarea medie 
a lungimii acoperită de aceste segmente. 


1 ۱ pe 7 ! 
[a Dacăa << وت‎ m : Daca > m (24 - 


E EO 1 1 
oa - a | =] 
; Jit) 


8.8. Să se determine probabilitatea ca lungimea unei 
coarde într-un cerc de rază R să fie cuprinsă între două 
numere 4 si b. 


1. 


> 
a. 


a 


eo 


9 
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